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Resumen

En la teoria de la relatividad general empleamos variedades para describir una
region del espacio-tiempo. Las ecuaciones de campo de Einstein relacionan la geo-
metria del espacio-tiempo con la materia y radiacién presentes, ofreciendo asi una
descripcion novedosa para el origen del campo gravitacional. Las métricas g, que
describen cierta regidon del espacio-tiempo y que cumplen las ecuaciones de campo
de Einstein pueden poseer singularidades, puntos en los que las leyes de la fisica se
comportan de manera no convencional. Un método usual para obtener mas informa-
cion de ellas es aplicar una transformacion de coordenadas, esto debido a que un
unico sistema coordenado no es suficiente para describir toda la variedad ni todas
las situaciones dentro de ella. Ademas, si se elige una transformacion conveniente,
puede resultar que una singularidad es removida, en cuyo caso la métrica podra des-
cribir una regién mayor de espacio-tiempo y permitir un analisis de geodésicas en
diferentes coordenadas. Asi mismo, la importancia de estas transformaciones recae
en que permiten describir como se observan los eventos desde el punto de vista de
diferentes observadores a diferentes velocidades y en diferentes direcciones.

En este trabajo se analiza un método recientemente desarrollado que transforma
métricas conocidas en coordenadas tipo Kruskal. Con este desarrollo, también se
obtienen coordenadas conforme planas en secciones de angulos constantes que no
corresponden a las primeras, las cuales son novedosas y no han sido analizadas
exhaustivamente en la literatura. Asi, se obtiene un enfoque diferente e innovador
en el anadlisis de métricas con simetria esférica, asi como sistemas coordenados

novedosos.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1915, Albert Einstein publica la teoria de la relatividad general, la cual lo-
gra codificar la interaccion gravitacional en la geometria del espacio-tiempo [1]. Las
ecuaciones de campo de Einstein son una renovacién de la ley de gravitacion uni-

versal de Newton y tienen la siguiente forma:
1
R, — §QWR =81T),. (1.1)

En el capitulo 2 se describen las cantidades que aparecen en esta ecuacion. Di-
chas ecuaciones admiten diversas soluciones analiticas, la primera de ellas fue la
métrica de Schwarzschild, la cual describe el potencial gravitacional en el exterior
vacio de un objeto simétricamente esférico sin carga ni momento angular [2]. Esta
es una de las soluciones mas interesantes de las ecuaciones de campo de Einstein,
ya que puede describir la regidn exterior de un planeta, una estrella o un agujero
negro. En orden cronoldgico, la segunda solucién fue la métrica de de-Sitter, la cual
describe un universo maximalmente simétrico en expansion acelerada y con cons-
tante cosmologica positiva [3]. La métrica denominada por el nombre de los autores
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, a veces abreviada como FLRW, describe
un universo isotropico y homogéneo en expansion. De hecho, la métrica de de-Sitter
puede verse como un caso especial de esta [4]. Asi mismo, existen métricas mas

generales que la de Schwarzschild, como la que recibe el nombre de Kerr-Newman,
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la cual describe el campo gravitacional debido a un objeto masivo con carga eléctrica
y momento angular [5].

El principio de equivalencia es una de las ideas principales sobre las cuales se
construye la teoria de relatividad. Este establece que las leyes de la fisica son inde-
pendientes del estado de movimiento del observador, lo cual se interpreta como que
las leyes de la fisica deben de escribirse en forma covariante, es decir, que sean in-
dependientes del sistema coordenado que se emplee [6]. Las ecuaciones de campo
de Einstein estan escritas de esta manera y son exitosas al describir fendmenos a
escalas de nuestro sistema solar.

Con la introduccion de esta teoria, se empieza a modelar el espacio-tiempo como
una variedad, cuya geometria esta contenida en el tensor métrico g asociado a ella.

Este es un objeto geométrico caracterizado por el siguiente mapeo:

g(u, U) = guuv”, (1.2)

donde g,, son las componentes de g en un sistema coordenado dado. Este tensor
recopila la geometria de dicho espacio para describir como la materia y energia
deforman la geometria del espacio-tiempo y tiene un papel importante en como se
define una distancia en la variedad. Cuando las entradas de este tensor son iguales
a dr, donde 7’ es el vector de posicion tetradimensional, tendremos lo que define a la
métrica ds? [7],

g(dr,dr) = g datdz”. (1.3)

Existe evidencia experimental que respalda esta teoria: La deflexién de la luz,
en donde un cuerpo masivo modifica la trayectoria de la luz emitida por un cuerpo
celeste, el cual podria ser una estrella lejana [8]. Como consecuencia de esto, la po-
sicion de dicho cuerpo que es medida por los humanos en la Tierra sera incorrecta.
Otro fendmeno predicho por esta teoria y comprobado es la precesion del perihelio
de Mercurio, cuyas mediciones revelan que no se comporta como lo predice la teo-

ria clasica de Newton, pues discrepa en una cantidad angular de 43 segundos por
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siglo [9]. Este ajuste si es consistente con la teoria de la relatividad general. Una
evidencia mas actual es la reciente deteccion de ondas gravitacionales en 2015, las
cuales son una de las predicciones mas interesantes de esta teoria geomeétrica de
gravedad [10]. Estas ondas son producidas por una masa acelerada, analogo a lo
que ocurre en el area de electrodinamica, en la cual una carga eléctrica acelerada
produce ondas electromagnéticas.

Recientemente, la exploracion césmica ha alcanzado un logro sin precedentes
que despierta la admiracion de la comunidad cientifica y el publico en general. Gra-
cias a la colaboracion del Telescopio del Horizonte de Sucesos (The Event Horizon
Telescope Collaboration), se ha llevado a cabo una hazafna de observacion que rede-
fine nuestra comprension de los objetos mas enigmaticos y poderosos del universo:
los agujeros negros. La vision tradicional de un agujero negro como un abismo oscu-
ro e impenetrable ha sido trascendida por las imagenes captadas por este telescopio
internacional. Mediante una red global de telescopios interconectados, el Event Ho-
rizon Telescope ha logrado capturar la elusiva silueta del horizonte de sucesos, la
frontera donde la gravedad es tan intensa que ni la luz puede escapar, en el nucleo
de la galaxia Messier 87 [11]. Esta proeza tecnoldgica y cientifica no solo valida la
teoria general de la relatividad de Einstein en condiciones extremas, sino que tam-
bién desencadena nuevas preguntas y exploraciones. Las imagenes detalladas del
agujero negro en Messier 87 proporcionan una oportunidad unica para comprender
las propiedades fundamentales de estos enigmaticos objetos, como su rotacién y las
interacciones con su entorno circundante. Este hito en la investigacion astrondmica
nos recuerda que, a pesar de los enigmas persistentes y los desafios tedricos en
la fisica, el poder de la colaboracion internacional y la innovacion tecnolégica puede
abrir ventanas a realidades antes inaccesibles. A medida que continuamos desentra-
Aando los misterios del cosmos, la observacion del horizonte de sucesos nos invita a
contemplar la maravilla y la complejidad de nuestro universo en constante evolucion.

A pesar de dicha evidencia experimental, existen fendbmenos que no pueden ser

descritos por esta teoria. Como consecuencia de ello, existen problemas abiertos
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en el area de fisica teorica. Por ejemplo, existen teorias alternativas que proponen
la existencia de materia y energia oscuras para describir el movimiento de gala-
xias [12, 13]. Otro problema abierto es la tensién de Hubble, el cual consiste en una
discrepancia entre el valor de la constante de Hubble obtenido mediante métodos di-
ferentes [14]. Por otro lado, tenemos la ausencia de una teoria de gravedad cuantica
[15]. Esto es debido a que la relatividad general es una teoria clasica y no funciona
a escalas microscépicas como lo hace la mecanica cuantica. La teoria de cuerdas y
la teoria cuantica de lazos son dos enfoques destacados en la busqueda por unificar

la relatividad general con el mundo cuantico [16, 17].

A pesar de la robusta base experimental que respalda esta teoria, emergen fe-
nomenos que desafian su capacidad explicativa. Estos misterios persisten como de-
safios fascinantes en el ambito de la fisica tedrica. Por ejemplo, surgen enigmas in-
trigantes que trascienden los alcances de esta teoria ampliamente aceptada. Entre
estos enigmas se encuentran la naturaleza elusiva de la materia y la energia oscu-
ras, las cuales se han postulado como fuentes potenciales para explicar el compor-
tamiento de las galaxias en movimiento [12, 13]. Uno de los pioneros en este campo,
Fritz Zwicky, realiz6 investigaciones pioneras que involucraron observaciones deta-
lladas de la velocidad de galaxias en cumulos galacticos. Este trabajo seminal allan6
el camino para la comprension de fendmenos cosmicos a gran escala, poniendo de
manifiesto la existencia de una materia invisible pero gravitacionalmente influyente,
ahora conocida como "materia oscura”. Vera Rubin, en la década de 1970, comple-
mento este entendimiento con sus investigaciones sobre las curvas de rotacion de
las galaxias, revelando pruebas adicionales de la presencia de materia oscura en
las regiones exteriores de las galaxias. Sin embargo, la narrativa césmica aun se
encuentra enmarcada por preguntas no resueltas. Un ejemplo es la tension de Hub-
ble, que sefala una desconcertante discrepancia entre los valores de la constante
de Hubble obtenidos a través de distintos métodos observacionales. Actualmente,
este valor se encuentra en debate, con mediciones obtenidas a partir del fondo cos-

mico de microondas que sugieren un ritmo de expansién mas rapido del universo
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en comparaciéon con las estimaciones derivadas de observaciones de galaxias dis-
tantes [14]. Un desafio aun mas formidable reside en la ausencia de una teoria de
gravedad cuantica, una frontera donde la relatividad general y la mecanica cuantica
colisionan. La relatividad general de Einstein ha probado ser efectiva en describir la
gravedad a escalas cosmicas, mientras que la mecanica cuantica gobierna el mundo
subatomico. La reconciliacion de estas dos perspectivas en una unica teoria cohe-
rente ha sido escurridiza. Dos enfoques prominentes en esta busqueda son la teoria
de cuerdas y la teoria cuantica de bucles, ambas aspirando a unificar la gravedad
con las leyes cuanticas fundamentales [16, 17]. Asi, el vasto territorio de la fisica
tedrica esta adornado con maravillas y misterios igualmente cautivadores. Aunque
las teorias existentes han demostrado su valia, el telén se alza ante desafios que
continuan estimulando la imaginacion vy el intelecto, impulsandonos a explorar las
profundidades insondables del universo y las leyes que lo rigen.

El tensor métrico (1.2) con el que describimos el espacio-tiempo es uno de los
cimientos sobre los cuales se construyen diversas teorias [6]. Debido a esto, es im-
portante trabajar con métricas que nos den la mayor informacion posible de la regidn
del universo que describen y ayuden a entender mejor los fendmenos presentes en
él. En este trabajo, se analiza un método reciente que transforma métricas con sime-
tria esférica en una forma conforme plana cuando se consideran secciones de angu-
los constantes, de manera que se trabaje con una métrica bidimensional [7, 18]. En
esta forma conforme plana se puede obtener mas informacion de la regién en cues-
tion, ademas de que podemos analizar las simetrias y describir una regién mayor
que la original, o describir una regién mas compacta. Las coordenadas de Kruskal-
Szekeres y las coordenadas conformes son ejemplos modelo en llevar a cabo esta
tarea.

La estructura de este trabajo es la siguiente: En el capitulo actual se dio una
motivacidn para esta tesis, pues relatividad general es un cimiento muy importante
en la busqueda del entendimiento del universo. En el capitulo 2 se realiza un repaso

de dicha teoria, enfatizando en conceptos y herramientas que seran indispensables
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en el resto de este trabajo. En el capitulo 3 se mencionan y describen brevemente
diversas métricas que seran utilizadas en capitulos posteriores, haciendo énfasis en
el modelo cosmoldgico de Friedmann y analizando bajo qué condiciones se puede
obtener un sistema coordenado estatico para un universo en expansion. Asi mismo,
se introducen las métricas de Schwarzschild con y sin carga eléctrica, pues estas
poseen simetria esférica y seran objeto de aplicacion de los resultados obtenidos en
capitulos posteriores. En el capitulo 4 se trabaja con las coordenadas de Kruskal-
Szekeres para la métrica de Schwarzschild, pues son un ejemplo ilustrativo de lo
que una transformacion de coordenadas puede lograr. En el capitulo 5 se describe
un tipo especial de transformaciones que dirigen hacia las llamadas coordenadas
conformes. Estas son de especial interés en esta tesis, pues en el capitulo 6 se
trabaja con una transformacion de coordenadas que convierte una métrica estatica
con simetria esférica y con cierta estructura en una forma conforme plana cuando se
consideran rebanadas de espacio-tiempo a angulos constantes. Como resultado, se
obtienen sistemas coordenados que son novedosos y que pueden reducirse a casos
conocidos, por lo que estos son mas generales.

En este trabajo se considera ¢ = 1 para la velocidad de laluzy G = 1 para
la constante de gravitacion universal. De esta manera, el radio de Schwarzschild,
cuya expresion completa es r, = 2GM /%, se escribird como r, = 2M. Ademas, se
emplea la convencion de suma de indice repetido de calculo tensorial y se considera

la signatura (— + ++).



Capitulo 2

Espacio-tiempo y geometria

En este capitulo se presentan de manera breve los fundamentos sobre los que
se sostiene esta tesis: Relatividad especial y general, asi como el formalismo mate-

matico de la geometria diferencial y calculo tensorial.

2.1. Relatividad especial

En relatividad especial, el espacio-tiempo puede considerarse como un conti-
nuo tetradimensional compuesto de eventos, los cuales son puntos del espacio a un
tiempo determinado. Este es dotado de una estructura causal, entendida en fisica
no relativista como que para un evento determinado, todos los demas eventos en el
espacio-tiempo estaran en el futuro de él o en el pasado de él. En relatividad especial
no existe el concepto de simultaneidad absoluta, pues se introduce el concepto de
conos de luz, los cuales determinan la relacion de un evento con otros. Decimos que
dos de estos estan conectados causalmente cuando uno de ellos esta en el cono de
luz futuro del otro, esto es, uno puede ser consecuencia del otro. Un evento que se
encuentra fuera del cono de luz futuro de otro, no puede ser afectado por este, pues
se requiere una velocidad mayor que la de la luz para que eso ocurra. Dado un su-
ceso, las coordenadas de este medidas por el observador O estan relacionadas con

las medidas por otro observador (', quien se mueve a una velocidad |v| en direccion

7
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z relativa a O, a través de las transformaciones de Lorentz (ver figura 2.1):

P el Vi

,  x—ut
Yy =y (2.3)
2=z (2.4)

Figura 2.1: A diferencia de una transformacién Galileana, el efecto de una transfor-
macion de Lorentz en el espacio-tiempo no es una rotacion del plano = — ¢, sino que
los ejes se acercan simétricamente alrededor de la linea z = ¢, la cual permanece
invariante, pues coincide con la linea 2’/ = ¢'.

Ademas, en relatividad especial, el intervalo de tiempo y el intervalo de espacio
entre eventos simultaneos para un observador particular no tienen significado ab-
soluto. La cantidad que es independiente del observador es el intervalo de espacio-

tiempo, o elemento de linea, denotado por ds? y definido en la siguiente ecuacion:

ds* = —dt* + dao* + dy? + d2?, (2.5)
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la cual puede ser reescrita en notacién tensorial como ds* = 7, dz*dz", donde 7,
son las componentes de la métrica de Minkowski, de manera que en relatividad es-
pecial la geometria es plana. Asi, a pesar de la ausencia de un tiempo absoluto o un
marco de referencia inercial preferencial, se postula que la velocidad de la luz en el

vacio si debe ser la misma para todos los observadores inerciales.

2.2. Relatividad general

En relatividad general, el campo gravitacional corresponde a una desviacién de
la geometria plana que se tiene en relatividad especial, de manera que considera-
mos que el espacio-tiempo posee curvatura por si mismo. En diversas areas de la
fisica, las fuerzas de la naturaleza son representadas por campos. Un ejemplo des-
tacado es el campo electromagnético empleado para describir los fendmenos que
involucran cargas eléctricas en reposo y en movimiento. A diferencia de esta fuerza,
la gravedad es inherente del espacio-tiempo mismo, pues lo que experimentamos
como gravedad es una manifestacion de la curvatura de este. En la teoria clasica de
Newton, la ecuacion que se encarga de describir el potencial gravitacional ® debido

a la presencia de una densidad de masa p es la ecuacion de Poisson,
V2® = 47p, (2.6)

y la respuesta de la materia, esto es, su aceleracion, esta descrita por la segunda
ley de Newton,
F =ma, (2.7)

en donde la aceleracion esta relacionada con el potencial ¢ a través del gradiente

de este:

oy
[

<
S

(2.8)
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En relatividad general, la ecuacion analoga a (2.6) es la ecuacion (1.1). Similarmente,

la ecuacion geodésica,

d?a* L dz? dx°

o P =0 (2.9)

es la ecuacion analoga a la segunda ley de Newton (2.7). Aqui, A es llamado parame-
tro afin. El nombre geodésica se le da a la trayectoria que posea la menor distancia
posible entre dos puntos, la cual en espacio-tiempo plano seria una linea recta. Sin

embargo, en espacio-tiempo curvo, las geodésicas no son lineas rectas.

2.3. Analisis vectorial y tensorial en relatividad

Los cuadrivectores que se definen en un espacio-tiempo tetradimensional no pue-
den pensarse intuitivamente como un objeto geométrico que inicia en un punto y ter-
mina en otro, como se hace en geometria Euclidea tridimensional elemental. Bajo la
premisa de que un espacio-tiempo curvo se comporta localmente como un espacio
vectorial, en el cual podemos sumar sus elementos, calcular su producto escalar o
multiplicarlos por un escalar, definimos el espacio tangente 7, en cada punto p de la
variedad, como un espacio vectorial en el mismo sentido del algebra lineal, el cual
consiste en todos los vectores localizados en dicho punto. Asi, definimos el espacio
F de todas las funciones suaves en la variedad M (mapeos C* del tipo f : M — R).
Entonces cada curva que pasa a través del punto p define un operador en este es-
pacio: La derivada direccional, df /d\, donde \ es el parametro a lo largo de la curva
parametrizada. Con esto en mano, exponemos la siguiente afirmacién: El espacio
tangente T, puede ser identificado con el espacio de operador de derivada direccio-
nal a lo largo de curvas a través de p. Dado este espacio vectorial, podemos definir
su dual, 777, llamado espacio cotangente. Este consiste en todos los mapeos lineales
del espacio vectorial original a los numeros reales. Similarmente, el espacio tangen-

te original consiste en todos los mapeos lineales que van del espacio vectorial dual
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hacia los nimeros reales. En ecuaciones esto se resume como
Viw)=wlV) =w, V" eR, (2.10)

donde V = V*¢(, es un vector y w = w,A" es un vector dual, también llamado
uno-forma. En esta notacion, V* y w, denotan las componentes del vector V' y de la
uno-forma w, respectivamente. Ademas, ¢(,) = J, es una base coordenada para el
espacio tangente, mientras que 6 = dz* es una base para el espacio cotangente.
La colocacion de un paréntesis en los indices de estos vectores base es para indicar
que estos son una coleccién de vectores, no componentes de un solo vector. A los
elementos de 7T}, usualmente se les llama vectores contravariantes y a los elementos
de T} se les llama vectores covariantes, pero en la actualidad estos términos son
poco usados. Un ejemplo conocido de uno-forma es el gradiente de una funcién

escalar,
0P ~

— 7 pln)
oxH

d¢ (2.11)

Aligual que en geometria Euclidea tridimensional, en donde consideramos un vector
A como una coleccién de tres nimeros A que transforman de igual manera que las
coordenadas por si mismas, A" = A? A’, es posible considerar un cuadrivector en
relatividad especial como una coleccion de cuatro numeros que transforman de la
manera mencionada. Como un ejemplo de cuadrivector, considérese una trayectoria
en el espacio-tiempo, z*(\), donde \ es un pardmetro. La tangente a esta curva
es llamada cuadrivelocidad, dada por U* = dz*/d\. Por otro lado, también puede

medirse la longitud a lo largo de esta curva, Al, cuya expresion es

dz# dxv
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la cual es valida cuando el término dentro de la raiz es positivo, lo cual indica que la

curva es tipo espacio. El caso negativo se emplea para definir el tiempo propio dr:

dxt dxv
dr = / —nu,,ﬁﬁd/\. (2.13)
Posterior al vector de cuadrivelocidad, es rutinario definir p* = mU*, el cual es lla-
mado cuadrimomento, cuyas componentes son p* = (m, 0,0, 0) en el marco de refe-
rencia en reposo, y p* = (ym,ymv,0,0) en un marco que se mueve en la direccion
x respecto al primero.

A continuacion se introduce la nocidn de tensor en términos de vectores y uno-
formas. Un tensor de tipo (k, 1) es un mapeo multilineal de una coleccién de vectores
y uno-formas a R:

p

T:T*x---ngx?px---ng%R. (2.14)

k v?a,ces lv;:es
En donde x denota el producto cartesiano. La forma en que los tensores se transfor-
man de un sistema coordenado z* a otro sistema =/ es, por ejemplo para un tensor
de tipo (2, 1), descrita por la siguiente ecuacion:

w v/ o
T, = Ox* Oz¥ Ox pw
- )

Oxt Jxv Jx°

(2.15)

Asi, un tensor es una generalizacion de un vector a mas indices, con la idea clave de
que transforma de la misma forma que un vector para cada indice. Nétese que si se
emplea la notacién tensorial, ecuaciones como (2.1) pueden escribirse de manera
compacta como z# = Aﬁ':p“, en donde las componentes Aﬁ' son las entradas de

siguiente matriz
cosh(¢) —senh(¢)

00
, —senh(¢) cosh(¢) 0 0

10

0

A = . . (2.16)

o
0 0

—_
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para ¢ definido en tanh(¢) = v.

En el capitulo 1 se menciond que debemos escribir las leyes de la fisica de forma
covariante. Es por ello que introducimos los tensores, pues una ecuacién tensorial
es de este tipo porque estamos igualando componentes de ellos, las cuales llama-
remos escalares. Un escalar es una cantidad sin indices, la cual es invariante bajo
transformaciones de Lorentz, a diferencia de un numero real usual.

El tensor métrico (1.2) se emplea para describir la curvatura del espacio-tiempo
y tiene diversas propiedades: es simétrico, es de tipo (0,2), generalmente es no
degenerado de manera que su determinante es diferente de ceroy, de hecho, en esta
tesis solo consideraremos métricas no degeneradas. Esto permite definir la inversa
del tensor métrico como un tensor de tipo (2,0). En este trabajo, consideraremos
métricas Lorentzianas, también llamadas pseudo-Riemannianas, las cuales tienen
un unico valor negativo en la signatura, comunmente de la forma (—, +, +, +).

La accion de Einstein-Hilbert, definida por

5= / J=gRdz, (2.17)

puede ser usada para obtener las ecuaciones de campo de Einstein en vacio. Es
usual agregarse un término que dé origen al tensor de energia-momento que apa-
rece en el lado derecho de (1.1). En dicha accion aparece el escalar de Ricci, R, el
cual también aparece en las ecuaciones de campo de Einstein. Este es construido a
partir de la métrica g, a través de una serie de pasos comunmente empleados. Se
inicia obteniendo los simbolos de Christoffel, los cuales son definidos en la siguiente

ecuacion:

1
FAMV = §g>\a (auguo + augau - aaguu) . (218)

Estos simbolos son una conexion que describe como cambian los vectores a lo largo
de un sistema coordenado debido a la curvatura de la métrica. En particular, des-
criben cdmo cambian los vectores base del sistema. Una caracteristica que destaca

de estos simbolos es que es simétrica en los dos indices inferiores: FAW = FAW.
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Habiendo calculado estos simbolos, procedemos a definir el operador de derivada

covariante, V,, de un campo vectorial I’ como
vV =0,V" +T1",V", (2.19)

el cual es un operador diferencial bien definido tensorialmente, es decir, independien-
te del sistema coordenado empleado. Ademas, vimos que estos simbolos aparecen
en la definicion de geodésica. Decimos que una curva parametrizada z#(\) es una
geodésica si obedece la ecuacion (2.9), la cual puede reescribirse en términos del
cuadrimomento como p*V,p* = 0. A partir de los simbolos de Christoffel se cons-
truye el tensor de Riemann R*,,, de tipo (1, 3), el cual contiene toda la informacioén
que necesitamos sobre la curvatura de la variedad. Por ejemplo, es cero si y solo si

la métrica es plana. La siguiente ecuacion dicta como obtener este tensor:
Rpcr/,w = a,urpz/cr - al/Fp,uo + Fp,ux\r)\ucr - FPV)\F)\,LLO' (220)

Sin embargo, la forma de este tensor es deducida pensando en como cambia un
vector cuando es transportado en paralelo a través de dos direcciones diferentes
[19]. Para ver las propiedades del tensor de Riemann es usual trabajarlo con todos
los indices abajo, R, = gpARAUW, de manera que este posee las siguientes sime-
trias: Es antisimétrico en los primeros dos indices, R,,,, = —Rspu- LO €s también
en los ultimos dos indices, R,;,, = —R,,,. Ademas, es invariante bajo un cambio
del primer par de indices con el segundo par, R,;., = R,.,,. Laidentidad de Bianchi
es una propiedad de este tensor, dada por V|, 12, = 0. Por ultimo, la parte antisi-
métrica para los cuatro indices, Rj,,.|, Y en particular para los ultimos tres indices,
R -], SON cero. A partir de este tensor, se obtiene el tensor de Ricci, definido en
R, = RA,W, el cual es simétrico. Posteriormente, se obtiene la traza del tensor de

Ricci, R = R*,, llamada escalar de Ricci [19].



Capitulo 3

Soluciones exactas de las
ecuaciones de campo de Einstein

El espacio-tiempo empleado en relatividad especial es descrito por la métrica de
Minkowski, la cual es una solucion a las ecuaciones de Einstein donde la curvatura es
cero, pues no se consideran efectos gravitacionales [6]. En coordenadas esféricas,
el intervalo entre eventos en esta geometria esta dado por la ecuacion (2.5). Con
esta herramienta se pueden describir diversos fendmenos como la dilatacién del
tiempo, la contraccion de la longitud y el efecto Doppler. En un diagrama de esta
métrica se introducen los conos de luz como un recurso para describir la estructura
causal del espacio-tiempo (ver figura 3.1). Sin embargo, esta es la solucion mas
trivial y existen otras que representan situaciones mas interesantes. Por ejemplo, el
campo gravitacional en las inmediaciones de nuestro planeta puede ser descrito a
través de la siguiente métrica: ds? = —(1 + 2®)dt* + (1 — 2®)(da? + dy* + dz?), en
donde ® = —GM /r [7]. Esta desviacion de la métrica de Minkowski, debida a @, es la
responsable de que todos los objetos en nuestro planeta caigan con una aceleracién

de aproximadamente 9.8 m/s>.

15
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Tiempo

Observador

- Hipersuperificie

del presente

W

Figura 3.1: Estructura causal del espacio-tiempo de Minkowski. El cono en la direc-
cion positiva del tiempo es denominado como cono de luz de futuro, mientras el que
se encuentra en la direccion negativa del tiempo recibe el nombre de cono de luz de
pasado. Este diagrama determina cuales eventos pueden ser conectados a traves
de una trayectoria tipo tiempo, con ds* < 0, cuales pueden ser conectados con una
tipo luz, con ds? = 0, y cudles no pueden ser conectados empleando estas. En este
ultimo caso, los eventos no pueden afectarse entre si y se dice que no estan conec-
tados causalmente.

3.1. Métrica de Schwarzschild

La primera solucion a las ecuaciones de Einstein luego de su publicacién fue

dada por Schwarzschild y tiene la siguiente forma:

1
ds? = — (1 - %) dt? + (1_—_) dr? + r2d62 + 12 sen?(0)d¢>. (3.1)

r

Esta métrica puede ser obtenida a partir de las ecuaciones (1.1) mediante la pro-
puesta de una métrica que sea estatica y que posea simetria esférica, tal como la

siguiente:

ds? = —e?qt? 4 2P0 g2 4 p2e27(7) [d92 + SenZ(Q)dqﬂ , (3.2)
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la cual es introducida en la ecuacion R, = 0, pues se asume que el exterior del
cuerpo es vacio. El procedimiento es obtener los simbolos de Christoffel (2.18) y
posteriormente las componentes de los tensores de Riemann y de Ricci. El resul-
tado es 2*(" = ¢80 = 1 — r,/r. De acuerdo al teorema de Birkhoff, cualquier
solucion de las ecuaciones de campo de Einstein en vacio (7},, = 0) que posea si-
metria esférica también es estatica y asintéticamente plana, es decir, es la métrica de
Schwarzschild. En su forma original, (3.1) puede describir el exterior de una estrella
0 un agujero negro. Sin embargo, luego de aplicar ciertas transformaciones de coor-
denadas, puede reescribirse en una forma conforme plana en secciones de angulos
constantes con df = 0y d¢ = 0, en la cual podra describir también el interior de un
agujero negro. Esta forma recibe el nombre de coordenadas de Kruskal-Szekeres y
seran introducidas en el capitulo 4. Asi mismo, existen otras coordenadas que son
mas convenientes para describir diferentes situaciones. El objetivo de las coordena-
das isotropicas para esta métrica es reescribirla en una forma donde las secciones de
espacio sean lo mas parecidas posible a un espacio Euclideano. En el capitulo 5 se
muestra un camino para obtenerlas. Por otro lado, las coordenadas de Lemaitre son
sincronicas y son creadas mediante un sistema de relojes en caida libre desde infi-
nito hacia » = 0, pues la posicion r, no presenta un problema en estas coordenadas.
Las cartas de Painlevé-Gullstrand y las armonicas son otros sistemas empleados

para describir diferentes escenarios en esta métrica.

3.2. Meétrica de de-Sitter

Continuando en orden cronolégico, la métrica de de-Sitter es usada para describir
un universo maximalmente simétrico con curvatura positiva [7]. Esta caracteristica
tiene consecuencias interesantes, pues el escalar de curvatura de Ricci, R = R*,,
sera constante y poseera el mayor numero posible de vectores de Killing. Este es-

pacio puede incrustarse en un espacio pentadimensional de Minkowski y es definido
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como una hipersuperficie de radio a con la siguiente ecuacion:
a? = —x%+x%+x%+x§.

En coordenadas estaticas la métrica toma la siguiente forma:

57’

A 1
ds? = — (1 — §r2) dt® + (W) dr® + r?d6* + r* sen*(0)d¢?, (3.3)

aunque es interesante considerar un observador que es arrastrado junto con el ho-
rizonte cosmoldgico, en cuyo caso la métrica no es estatica, sino que se reescribe
como

ds? = —dT? + V37 (dp? + p2d6” + p? sen’(0)de?) . (3.4)

3.3. Métrica de Schwarzschild-de-Sitter

Entre otras métricas, existe la métrica de Schwarzschild cuando se considera
constante cosmoldgica, la cual recibe el nombre de Schwarzschild-de-Sitter y toma

la siguiente forma [20]:

ds® = — (1 s éﬁ) dt* + (%) dr? 4+ r*d6* + r* sen*(0)d¢*.  (3.5)
ro 3 1 — "t —or?
Esta es una solucién con simetria esférica y con dos horizontes, uno es asociado
con un agujero negro de parametro m = r,/2, mientras que el otro corresponde a un
horizonte cosmolégico con parametro A. Se piensa que existe una region estatica en
R, < r < Rp debido a que el efecto de la expansién del universo debida a la cons-
tante cosmoldgica dilata el horizonte del agujero negro, mientras que la atraccion
gravitacional debido a la masa m ocasiona que el horizonte cosmoldgico se contrai-
ga. Esta region se usa para modelar el exterior de un cuerpo que sufre un colapso

gravitacional en una region de inflacion. Cuando se satisface la siguiente relacion
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entre el radio de Schwarzschild m y la constante cosmoldgica A, se tiene que los

[A
= =372
m 3

3.4. Agujeros negros con carga eléctrica: Reissner-

dos horizontes coinciden [21]:

Nordstrom

Cuando se considera la métrica de Schwarzschild para un objeto esféricamente
simétrico con carga elétrica, recibe el nombre de métrica de Reissner-Nordstrom

[22], la cual esta descrita por el siguiente elemento de linea:

s 2 1
ds? = — (1 L Q—2> dt*> + <—> dr? +r*do* + r? sen®*(0)d¢*.  (3.6)
P e
Esta es una solucion estatica con una propiedad interesante de que posee dos hori-
zontes de eventos concéntricos. Aqui, M es la masa del cuerpo, y @ la carga eléc-
trica. Cuando se cumple M? = Q2 en esta métrica, es llamada métrica de Reissner-

Nordstrom extremal:

M? 1
ds? = — (1 — —> dt* + —M)Qdﬂ + 7r2d6? + r* sen’(0)d¢?. (3.7)
r 1 - M
En la figura (3.2) se muestran los otros casos para la relacion entre M y Q. Aqui, la

carga () que pasa a través de una hipersuperficie X es definida por

Q= —/ dgxﬁnw]é‘, (3.8)
>

donde +;; es una métrica inducida en dicha hipersuperficie y n* es el vector normal
unitario asociado con X [7]. En algunos textos se incluye un término debido a la carga
magnética, pero los monopolos magnéticos no han sido observados en la naturaleza,

por lo cual es comun omitir dicho término. El teorema de Stokes puede ser aplicado a
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A(r) A
—— M2<QZ
MZZOZ
— M2>0Q2
i 02:0

Figura 3.2: Grafica de A(r) como funcién de r, donde A(r) =1 —2M /r + Q*/r?. Se
logra apreciar que cuando M? < % no existen horizontes de eventos. Luego, cuando
M? = @? tendremos un Unico horizonte de eventos y se le llama caso extremal.
Cuando ocurre M? < Q? existiran dos horizontes de eventos localizados en . =
M+ \/M? — Q2.

esta integral para reescribirla como una integral sobre la frontera de X, denotada por
0%.. El caso extremal es inestable, pues el agregar un poco de materia lo convertiria
en el caso M? > (Q?, pero esto no lo detiene en ser de especial interés en gravedad

cuantica y teorias supersimeétricas.

3.5. Modelos cosmologicos: Métrica de Friedmann

La métrica Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker describe un universo expan-

diéndose, que es isotropico y homogéneo en secciones espaciales:

2

.
1—kr?

ds? = —dt? + a*(t) ( + r?d6? + r? sen2(9)dq§2> : (3.9)

En esta métrica, cuando £ = 0 tendremos un espacio Euclideo tridimensional en
cada momento de tiempo, expandiéndose como funcion de este. Aqui, la distancia
relativa entre puntos comoviéndose crece a medida que el factor de escala a(t) crece.
Tipicas soluciones para el factor de escala son de la forma «a(t) = ¢, donde ¢ =

2/3 describe el universo como dominado por materia, mientras que ¢ = 1/2 indica
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dominio por parte de radiacion. De manera equivalente, podemos ver estos casos en
términos de la presion p y la densidad de energia p, pues tendremos la ecuacion de
estado p oc a—3(1+®), Para materia tendremos p = 0, para radiacion sera p = (1/3)p
y para vacio sera p = —p. En estas coordenadas, el tiempo ¢t = 0 describe una
singularidad, que corresponde al Big Bang, de manera que debe ser excluida de
la variedad. Asi pues, el rango del tiempo es 0 < ¢t < oo. El corrimiento al rojo
cosmologico es consistente con esta métrica, pues recientes observaciones indican
que nuestro universo se podria estar expandiendo. Es interesante mencionar las
ecuaciones de Friedmann, resultado de introducir esta métrica en las ecuaciones de

campo de Einstein (1.1),

a\> 8t &

(5) -,k (3.10)
y .

(%] (3.11)

La tasa de expansion es caracterizada por el parametro de Hubble definido en H =
a/a, el cual muestra un valor no constante en observaciones llevadas a cabo los
ultimos afos [23]. Para propdsitos de esta tesis es necesario evaluar en qué situa-
ciones la métrica (3.9) puede transformarse hacia una forma estatica [24, 25] con la
siguiente estructura:

1

ds* = —f(r)dt +f(7‘)

dr® +r*d6* + r? sen*(0)d¢*. (3.12)

Para ello, se considerara la transformacion

B 8y,“4/ ayl//
G = Ok Oxv V'

(3.13)
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en donde
-1 0 0 0
0o 0 0
G = L=hp? (3.14)
0 0 a’p? 0
0 0 0 a®p?sen?(0)
y
—f(r) 0 0 0
0 1 0 0
T = 1) (315)
0 0 r? 0
0 0 0 r*sen?)

Aqui, los sistemas coordenados son =+ = (T, p,0,$) y y* = (t,r,0, ¢). El diferencial
de angulo sdlido es el mismo para ambas métricas, por lo que los términos angulares
implican la relacion r = ap. Asi, para resolver el sistema basta con considerar las
ecuaciones que surgen de las entradas g, go1 Y 911 €n la transformacién (3.13):

goo = ()X (=f) + (7)* 7 = —1, (3.16)

en donde ¢ = dt/OT. Asi mismo, las demas entradas son

g =—f{t')? + (') (3.17)

1 —_—
[ 1= kp?

gor = tt'(—f) + 7'“7”'% =0. (3.18)

Se ha empleado la notacién ' = 0r/0p. Estas ecuaciones son reordenadas como
1

E

,2_a2 /
()" = 7 (1 -1 kpg) (3.20)

(£)* (f +a*p?), (3.19)
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P () = ita?, (3.21)

respectivamente. Para continuar, es necesario sustituir las ecuaciones (3.19) y (3.20)
en (3.21):

R A e | R 822

La simplificacion de esta expresion da lugar a una forma para la funcién f(r) como
1—p*(a*+k). Esta es la expresion vital que aparecera en la forma estatica del modelo
cosmologico en cuestion. La sustitucion de esta expresion en (3.19) y (3.20) da lugar

a las siguientes ecuaciones:

ke _ff ik (3.23)
’ N2 p’a’a’
()" = BTk (3.24)

Para el siguiente paso es necesario calcular las derivadas de f:

o
= a_ﬁ = —2p(a* + k)
.0
F %o

Para combinar las ecuaciones (3.23) y (3.24) es necesario derivar la primera respecto
de p y la segunda respecto de T, con el fin de obtener diferentes expresiones para

0?t/0Tdpy 0%t/ 0pdT e igualarlas:

0 o —2kpf? = (L—kp*)2fE
i (%) = 7 O (3.25)
! 0 2 of
2\ 1% i . .9 2.0 £2 22
—aT(t )= 1 i (2064 + 2a%ad) f* — a*a _8T2f : (3.26)
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Es vital extraer el término mencionado de estas ecuaciones. Para (3.25) este esta

dado por
Ot 2kp —2k*p® — 2kp*a® + 4pa’

oTop 2f34\/1 — kp?

Por otro lado, para (3.26) este término esta determinado en

(3.27)

0%t p

oTop 2f2aar/1 — kp?

(2aa® + 2a*ai — 2ap*a” — 2akp®a® — 2ka®p*ai + 2p*a’a’a) .
(3.28)

El siguiente paso es igualar (3.27) y (3.28) y efectuar una simplificaciéon que dé lu-

gar a una ecuacion para el factor a(7"). Luego de un poco de algebra, la expresion

resultante es
i(—2a + 2kap® — 2ap*a®) + a*(2 + 2p°a*) + k(2 — 2kp?) = 0, (3.29)
la cual puede factorizarse como
[(* + k) —ad] [1+p* (a* — k)] = 0. (3.30)

Si suponemos que el segundo término de esta expresion es cero, la ecuacién resul-

tante es

%0 _ i1, (3.31)

or —
cuya integracién daria lugar a un factor a(7") que también sera dependiente de p,
lo cual es contradictorio, pues en la métrica de Friedmann se asume que este soélo

depende de T'. Por lo tanto, el primer término de (3.30) es igual a cero:
(a*+ k) —ai =0. (3.32)

Esta se puede reescribir como
= , (3.33)
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cuya integracion implica la siguiente relacion:

~T. (3.34)

Esta ecuacion equivale a la primera ecuacion de Friedmann en vacio p = 0 con la
identificacion de I' = A/3. Es interesante notar que esta ecuacion emerge de una
transformacion de simetria sin la necesidad de invocar ninguna ecuacion dinamica

como las ecuaciones de campo de Einstein. Asi, (3.34) implica la relacion
a=+VTa® —k. (3.35)

Es necesario considerar los diferentes signos que puede tomar la constante I' y los
tres valores posibles de k, a saber +1 y 0. Con los resultados obtenidos y recordando
que r = ap, podemos obtener diferentes expresiones estaticas para la métrica de
Friedmann. Trabajando el caso en que I' < 0 notamos que (3.35) implica que & sdlo
puede tomar el valor —1, pues si £ = 0 0 k£ > 0 la ecuacion mencionada poseera
un término en los numeros imaginarios. El resultado de integrar (3.35) es a(T) =
(1/4/]T]) sen(\/IT|T) y f(r) = 1+|T'|r?. Esta métrica es conocida y recibe el nombre
de espacio de Anti-de-Sitter. Las formas dinamica y estatica de este son escritas a

continuacion:

1 dp?
2 — _ T2 2 TIT 2 102 2 2 2 ]
ds d +—|F|sen( T )(1+p2+pd9 + r“sen (0)d¢> (3.36)
y
2 2\ 742 2 2 102 2 2 2
ds* = —(1+ |I'|r*)dt +—(1+ |F|T2)dr + r?df* + r* sen®(0)do”. (3.37)

Por otro lado, el caso en que I' = 0 implica que k£ no puede tomar el valor positivo +1.
Asi, cuando k = 0 tenemos a(7T") = cte y f(r) = 1, el cual corresponde a un espacio
de Minkowski. Cuando & = —1 el resultado es @ = ctey f(r) = 1. Este también

es mapeado hacia Minkowski en coordenadas estaticas, aunque en coordenadas
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dinamicas toma la forma

ds* = —dT* + T? (%’); + p*do* + r? sen2(9)d¢2) , (3.38)
el cual recibe el nombre de espacio de Milne. Finalmente, cuando I' > 0 se pueden
considerar los tres casos posibles para k. Cuando k& = 0 el resultado es a(7) =
eVIT y f(r) =1 —Tr? Este es el espacio de de-Sitter introducido en (3.3). Cuando
k = —1 la forma de a(T) esta dada por a(T) = (1/vT)senh(v/T'T), mientras que la
funcién f(r) es la misma que en de-Sitter. Asi mismo, el caso para k = +1 resulta en
a(T) = (1/v/T) cosh(v/TT) y en lamisma f(r), estos Gltimos dos casos son llamados

universos de Lanczos.



Capitulo 4

Coordenadas de Kruskal para la
métrica de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild es exitosa en describir el exterior de un agujero ne-
gro y en aproximar estrellas y planetas, pues es una solucién para las ecuaciones
de campo de Einstein en vacio y posee simetria esférica. Un procedimiento ruti-
nario en el analisis de esta métrica dirige a las coordenadas de Kruskal-Szekeres,
donde la coordenada radial es bien comportada en la superficie del horizonte de
eventos r, = 2m y donde se puede visualizar toda la variedad en un plano, por lo
cual esta recibe el nombre de extension maximal de la métrica de Schwarzschild.
Existen diversos métodos para obtener dichas cartas: El convencional consiste en
aplicar diversas transformaciones pasando a través de coordenadas como Regge-
Wheeler y Eddington-Finkelstein, mientras que otro emplea la extension parcial dada

por Painlevé-Gullstrand.

4.1. Hacia las coordenadas de tortoise y Eddington-

Finkelstein

El método convencional es ilustrado a continuacion. Consideremos curvas radia-

les nulas para angulos constantes, esto es, ds?> = 0y df = d¢ = 0 en coordenadas

27
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I
ZM r

Figura 4.1: En la métrica de Schwarzschild, los conos de luz tienden a cerrarse cuan-
do la coordenada radial  se acerca al horizonte de sucesos dado por 2.

esféricas. Con estas consideraciones, la métrica (3.1) tomara la siguiente forma

-1
d32:—(1—%) dt2+(1—%) dr® =0, 4.1)
T

r

de donde podemos calcular el siguiente término:

ﬁ:i(l_%)_l. @2)

dr r

Esta es la pendiente de los conos de luz en un diagrama de espacio-tiempo en un
plano r-t. Vale la pena notar que, a medida que r tiende a 2, la pendiente se acerca
a +oo (ver figura 4.1). Esto significa que los conos de luz se cierran, de manera que
nuestra coordenada radial no podra alcanzar el horizonte de eventos. Esta es una
de las motivaciones para trabajar con otras coordenadas. En particular, buscaremos
aquellas que sean bien comportadas en r, = 2M. Introducimos la coordenada de

tortoise con la siguiente transformacion

=+ 2MIn (ﬁq). (4.3)
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En este nuevo sistema de coordenadas, (t,7*), la métrica tomara la siguiente forma
2 2M 2 *2 2 102 2 2 2
ds* = {1—— (=dt* + dr*®) + r*d6* + r* sen®(0)d¢”, (4.4)

donde estamos considerando » como funcion de r*. En este caso, los conos de luz
no se cierran a medida que r* se acerca a 2M. Sin embargo, el horizonte de eventos

ahora se alcanza cuando r* — —oc (ver figura 4.2).

t

Figura 4.2: Coordenadas tortoise para la métrica de Schwarzschild. En esta imagen
se ilustra que el punto » = 2M ha sido movido a r* — —oo0.

El siguiente paso es introducir las coordenadas
v=t+r" (4.5)
u=t-—r". (4.6)
En el caso que elegimos el sistema (v, r) el elemento de longitud toma la forma
T

2M
ds? = — (1 - _> dv® + (dvdr + drdv) + r*d6” + r* sen*(6)d¢* 4.7)

y este lleva por nombre coordenadas de Eddington-Finkelstein para la métrica de
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Schwarzschild. Aqui, r es regular incluso cuando se acerca a 2M . Entonces hemos
encontrado unas coordenadas que son bien comportadas en r, = 2M y ademas
se evitd enviar la nueva coordenada radial hacia un valor divergente. Sin embargo,
todavia podemos extender esta métrica, considerando que las particulas pueden
cruzar a través de r = 2M. Asi pues, se realiza otra transformacion coordenada

para que se incluya la region r» < 2M.

4.2. Lasolucion maximalmente simétrica de Schwarzs-

child

Cuando elegimos la coordenada v en (4.5) para nuestras nuevas coordenadas,
hemos limitado nuestro sistema coordenado a que pueda cruzar el horizonte de
eventos solamente a través de curvas con direccion futura. En su lugar, podemos
elegir la coordenada u y trabajar con el par (u,r). En cuyo caso, el elemento de

longitud tomara la forma

2M
ds* = — (1 - —) du® — (dudr + drdu) + r*d6? 4 r* sen*(0)d¢?. (4.8)

r

En este caso, el horizonte de eventos puede ser atravesado mediante curvas con
direccién de pasado. Como siguiente paso, consideraremos ambas coordenadas

(u,v), lo cual nos dirigira al elemento de longitud

1 2M
ds® = -3 (1 — —) (dvdu + dudv) + r*d0* + r* sen’()dp>. (4.9)
T

La solucion para r en términos de (u,v) esta dada por

%(v—u)zr—i—QJ\/ﬂn (ﬁq), (4.10)
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donde podemos ver que » = 2M ocurre en v — —oo 0 u — +oco. La siguiente

transformacién coordenada que realizaremos es
v = e?/tM (4.11)

u = —e WM (4.12)
para las cuales nuestro elemento de longitud se escribe como

16M3 677“/2M
r

ds® = — (dv'du’ + du'dv") + r*d6* + r* sen?(0)deo*. (4.13)

El préximo problema con el que trataremos es que v' y v’ son coordenadas nulas,
es decir, 9/0v' y 9/0u’ son vectores nulos [7]. Para ello, se lleva a cabo una ultima

transformacion coordenada descrita por las siguientes ecuaciones:

1 T 1/2 t
— (4 N (- r/AM o v
=S +) (2M 1) ¢"/tM ginh (4M) (4.14)
y
R= 1/ —u (55 1)1/2 M gosh (L (4.15)
—2(U —u') = 57 e Ak )

Ty R son llamadas coordenadas de Kruskal-Szekeres para la métrica de Schwarzs-

child. Es interesante mencionar que el elemento de longitud toma la siguiente forma

_ 320° o T/2M
r

ds* (—dT? + dR?) + r*df® + r* sen*(0)d¢>. (4.16)
Estas coordenadas tienen varias propiedades interesantes. El horizonte de eventos
no esta en infinito, es definido por lineas de laforma 7' = +R. Los rangos de nuestras
coordenadas son —oo < R < +ooy T? < R? + 1. Con estos valores podemos
dibujar el plano R-T', llamado diagrama de Kruskal (ver figura 4.3). Este es conocido
también por el nombre de extensién maximal de la geometria de Schwarzschild. En

esta forma, la métrica describira la mayor region posible de espacio-tiempo. En este
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plano veremos diversas hipérbolas, debido a que la relacién que existe entre las
coordenadas T'y R se puede obtener elevando al cuadrado las ecuaciones (4.14) y
(4.15) y efectuando una resta de la forma

T - R = (1 - ﬁ) er/2M (4.17)
la cual es una ecuacion de hipérbola para cada valor de r, mientras que para cada
valor del tiempo ¢ se ilustran lineas rectas descritas por la relacion 7' = Rtanh(t/2r;).
Como se menciond, el horizonte de eventos r, corresponde a lineas rectas con pen-
diente de 45°, de manera que la superficie es nula. Esto es, un objeto en esta posicién
se mueve a la velocidad de la luz. Vale la pena mencionar que dentro del agujero ne-
gro el rol del tiempo y el espacio se intercambian, en el sentido de que la coordenada
r marcha inevitablemente hacia r = 0, el cual puede describirse como una superficie
tipo espacio que esta en el futuro de todos los puntos interiores del agujero negro.
Cerca de este punto, el escalar de curvatura diverge, por lo que se habla de una cur-
vatura infinita. En el mismo plano se pueden observar cuatro regiones, las cuales se
ilustran con numeros romanos. La region | corresponde a la region r > r,, el parche
en el cual nuestras coordenadas originales fueron bien definidas. A través de haces
de luz nulos futuro dirigidos se puede alcanzar la regién Il partiendo de |. La region
Il es lo que se describe como el interior de un agujero negro. Una vez que algo viaja
de la region | a la Il no podra volver. De hecho, cualquier trayectoria futuro dirigida
en la region Il terminara acercandose asintéticamente a la singularidad » = 0. Se
dice, pues, que una vez que cruzas el horizonte de eventos ya no puedes regresar.
Ademas de que no se puede escapar de la region Il, no es posible detener el mo-
vimiento en la direccidn radial decreciente, ya que el tiempo ahora es tipo espacio,
mientras que r es tipo tiempo. Por lo tanto, solo es posible seguir trayectorias tipo
espacio dentro de la region Il. La regidn IV es como la regién I, pero con el tiempo
invertido. Esto es, una regién del espacio-tiempo de la cual se puede escapar pero

nunca se puede llegar a ella. Algunos autores la mencionan como un agujero blanco.
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r=2M)\ #

Figura 4.3: Diagrama de Kruskal-Szekeres. La solucion de Schwarzschild en coor-
denadas de Kruskal, donde todos los conos de luz estan a 45°. Cada punto de este
diagrama es una 2-esfera a un momento 7', pues cada punto corresponde a una po-
sicion R, ademas de los angulos 6 y ¢ que se mantuvieron constantes para realizar
este diagrama.

-~ 3

La reqgion Il no puede ser alcanzada partiendo de la regién | y es considerada como
una region conectada a nuestra region a través de un agujero de gusano, o puente
de Einstein-Rosen [26, 27].

Un procedimiento alternativo para obtener las coordenadas de Kruskal-Szekeres
emplea dos coordenadas de Painlevé-Gullstrand definidas de manera diferencial co-
mo

E2 {4 2My1/2
( ) (4.18)

_2M
T

dT:t = Edt +

en donde E > 1 [28]. El significado de 7. es que logran la congruencia de geodé-

sicas tipo tiempo radiales salientes y entrantes con energia E. El resultado de esta
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transformacion es el siguiente elemento de linea:

-1 1-2M

! oM oM
R @ {_ (1 - 7) (dry +dr2) +2 <2E2 o 7) dudﬂ]
' (419)

En donde hemos omitido el elemento de angulo solido por simplicidad y porque

no es alterado mediante la introduccion de .. Esta es llamada métrica de Sch-
warzschild en coordenadas dobles de Painlevé-Gullstrand. El siguiente paso en es-
te método es realizar la transformacion hacia las coordenadas (7, 7’ ) definidas en
T, = £Mexp (£7./4MFE) y considerar los casos £ = 1, E > 1y E — oc. El resulta-
do es que el horizonte de eventos 2)M posee dos soluciones dadas por 7+ = 0, las
cuales son superficies nulas representadas por lineas rectas, mientras que la sin-
gularidad » = 0 es representada por hipérbolas tipo espacio dadas por la ecuacion
7.7 = M?. El diagrama de Kruskal en coordenadas 7. puede ser encontrado en
la referencia [28]. Este comparte las mismas propiedades que el diagrama (4.3): Se
tienen cuatro regiones, la presencia de un agujero de gusano, un agujero blanco y

dos regiones asintoticamente planas.



Capitulo 5

Transformaciones y coordenadas
conformes

Una transformacion conforme es un cambio local de escala. Una de las carac-
teristicas mas importantes es que preserva angulos. Por ejemplo, el angulo entre
cualesquiera dos cuadrivectores es preservado. En términos de métricas podemos

representarla como
guu - CQ(x)g,uV (51)

0 equivalentemente
2

ds” = C*(x)ds?, (5.2)

donde ¢?(x) es llamado factor conforme y debe ser diferente de cero. Estas transfor-
maciones tienen diversos usos; en este trabajo las usaremos para mapear diferentes
espacio-tiempos en una nueva métrica que sea conforme plana en secciones de an-
gulos constantes. Otra caracteristica de estas transformaciones es que las curvas
nulas son mantenidas invariantes mediante una transformaciéon conforme. La trans-

formacion conforme inversa es trivial considerando la ecuacion (5.1):

1.
uv = ?g;u/' (53)

35
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El hecho de que estas transformaciones preserven angulos implica que los conos de
luz también son invariantes bajo ellas. Ademas, la derivada covariante de un cam-
po escalar ¢ es mantenida invariante, aunque la segunda derivada covariante no lo
sera. Por otro lado, de la ecuacion (5.2) se puede observar que no estamos cam-
biando de métrica como tal, sino que estamos cambiando la geometria de nuestro
espacio-tiempo, pues el elemento de linea es modificado por un factor de escala
que depende el espacio-tiempo en cuestion. Como consecuencia de este cambio de
geometria, algunos de los tensores usuales de relatividad general son modificados.
Los simbolos de Christoffel son modificados debido a que se obtienen directamente
de aplicar derivadas a la métrica como dicta la ecuacion (2.18). Como resultado, la
nueva expresion para estos simbolos es

P, —T9 4o

uv uv uvo

(5.4)

donde la cantidad C“,, es un tensor porque es la diferencia de dos simbolos de

Christoffel [7]. La expresion para este tensor esta dada por

C%uw == (80V,C + 05V ,uC — guwg™ V() - (5.5)

N =

Asi mismo, el tensor de curvatura de Riemann es obtenido mediante derivadas y
productos de simbolos de Christoffel, por lo que es posible encontrar una expresién

para su version conforme:

R’DU;U/ = Rpauu + V;chua - Vucpua + Cp,u)\c/\ya - Cpu)\c)\ua- (56)

Sucesivamente, es posible obtener expresiones para el tensor y escalar de Ricci,
asi como para las soluciones inversas (ver apéndice G de [7]) en las que se tendran
tensores como R, en términos de Rw, y (.

Como ya se menciond, nos interesan las transformaciones que lleven una métri-
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cas hacia una forma conforme plana en donde se cumple la relacién
~ 2
Jab = CNap a,b=0,1, (5.7)

es decir, aquellas que se pueden llevar a una métrica con la signatura de Minkowski
multiplicada por el factor conforme (2 cuando se consideran secciones de coorde-

nadas constantes.

5.1. Coordenadas isotrépicas para la métrica de Sch-

warzschild

Como motivacion, podemos comenzar con transformar una métrica conocida en
una forma que sea conforme en espacio en secciones de tiempo constante. Elegimos

trabajar con la métrica de Schwarzschild en su forma original:

1
ds® = — (1 - r?) dt? + (1 - r_s) dr® +r?d0® + r* sen®(0)dg¢?, (5.8)

r

pues es un ejemplo sencillo e interesante. El procedimiento sera llevar esta métrica

hacia la siguiente forma:
ds* = fdt* + b (dp* + p°df + p* sen*(0)d¢’) (5.9)
endonde f = f(p) y b = b(p) son funciones por determinar. Para ello emplearemos

la siguiente transformacion de coordenadas

ozt O0x"

W= 5 74 Y 5.10
g,u ayu ayu g,l ( )
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donde los indices primados se refieren a la nueva métrica (5.9) y los indices no

primados corresponden a la métrica original de Schwarzschild:

G = e (5.11)

0 0 0 r2sen?d

y
0 0 0
0 b 0 0
G — (5.12)
0 0 bp? 0
0 0 0 bp*sen?d

Para trabajar con esta transformacién de coordenadas, basta considerar las entradas

g1 Y goror. Para la primera entrada tendremos la siguiente ecuacion:

2
<g—;> _1_ = (2 (5.13)

Por otro lado, g.or se lee como

rt =, (5.14)

en donde hemos llamado ¢? a b por conveniencia, el cual realiza el papel de factor
conforme para secciones de espacio a tiempo constante. Tomamos el valor de (?

obtenido en (5.14) y lo sustituimos en (5.13), de manera que llegaremos a la siguiente

or\? 1 r?
— = —. 5.15
<8p) -5 P 5.19)

ecuacion diferencial

Para encontrar las soluciones r = r(p) de esta ecuacion, es rutinario colocarla en la
siguiente forma
=—, (5.16)
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e integrar ambos lados. El lado derecho de esta ecuacién es sencillo. En cambio,
para realizar la integracion del lado izquierdo es necesario completar el binomio que
esta dentro de la raiz como % — r,r = (r — %)2 — % Luego, se efectua el cambio de
variable z = r —r;/2y a = r;/2, manteniendo dr = dz. Con este cambio, tendremos
que el lado izquierdo de la ecuacion diferencial sera equivalente a (22 — a?)~/2dz y
entonces realizamos la sustitucion elemental = = a cosh(u), con elemento diferencial
como dz = asenh(u)du. De este modo, la integracién de la ecuacion diferencial da

como resultado

dr B "
/\/(T—%)2—§_/d (5.17)

)

en donde el valor de u lo extraemos de la sustitucion que realizamos anteriormente,

1 R
uw=coshtZ
a

= cosh™! {% (r — %)] .

Simplificando esta expresién y colocando el resultado de integrar el lado derecho de

(5.18)

la ecuacion diferencial original tendremos la siguiente relacién entre la coordenada

radial original r y la nueva coordenada p:

cosh™* (2—T — 1> =Inp+C (5.19)

Ts

Procedemos a simplificar esta expresion con los siguientes pasos. Debido a que la

funcidn coseno hiperbdlico es inyectiva, la ecuacion (5.19) sera equivalente a

2—rf,—lzcos,h(lanrO)

Ts (5.20)
= cosh (Inkp),



Capitulo 5. Transformaciones y coordenadas conformes 40

en donde se puede usar la definicién de coseno hiperbdlico y la identidad = = ¢"®

para simplificarla:

1
cosh (Insp) = o (e e ey
1 . 1 (5.21)
=3 Kp )
Esta ecuacion sera equivalente a
2 .2 1 2
LT (5.22)
2Kp Ty
la cual se continuara simplificando mediante el despeje parcial de r
2 1)?
2 m (5.23)
T's 2kp

A continuacion, imponemos la condicidn de que p = r en el limite en que p — oo, pues

ambas son coordenadas radiales en un sistema coordenado con simetria esférica

2 1)
2r _ o (Bp 1)
rs  pooo 2Rp

: (5.24)

en donde el lado derecho tendera a % en dicho limite. Por lo tanto, el valor de la

constante « se lee de la siguiente ecuacion,

r_wr (5.25)
Ty 2

dando como resultado k = 4/r, = 2/M. Regresamos a la ecuacion (5.23), en don-
de sustituiremos el nuevo valor de « para obtener la relacién directa entre las dos

coordenadas radiales,

7 (2+1)
I (M4—)’ (5.26)

Ts V3
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para finalmente despejar » como

rep (1 N M) . (5.27)
2p

Recordemos que r = (p, de donde obtenemos una expresion para (:

¢ = (1 + %) : (5.28)
2p

Como proximo paso, calcularemos el término 1 — 2 /r para sustituirlo en la métrica
original de Schwarzschild, a través de los siguientes pasos: Sustituimos el valor de

r obtenido en (5.27) en el término 1 — 2M /r:

2
M

. ) <1 B 2M>2 ) (5.29)
)

cuya simplificacién resulta en

M (2P_M)z. (5.30)
T (20+ M)

El resultado de colocar estos valores obtenidos para ¢(* y 1 — 2M /r en la métrica

original de Schwarzschild ofrece una nueva forma dada por

2M 1
d32 = — (1 —_ —) dtQ + (1—2]\4)d’l"2 + T2d0 + T2 Sen2(9)d¢2
r —_— =

(5.31)

2p— M ? 2 M ! 2 2 2 2 2
(2p+M) dt +( +2p) (dp® + p*df + p* sen*(0)d¢?)

Estas son llamadas coordenadas isotropicas para la métrica de Schwarzschild. Po-
demos obtener el valor para la nueva coordenada p en términos de la coordenada

original r resolviendo la ecuacion (5.27) para p. El resultado es

r— M+ /207

; (5.32)

p:
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de donde obtenemos el valor de p cuando r = r, como

0, = % o dp, =1, (5.33)

con este valor es posible inspeccionar los términos que aparecen en (5.31). Notamos
que en estas coordenadas el radio de Schwarzschild no representa una singularidad.
Seguidamente, podemos buscar unas coordenadas que sean conformes también en
el tiempo, lo cual ya fue ilustrado con las coordenadas de Kruskal-Szekeres para la
métrica de Schwarzschild. Con esta informacion, se elaboré el diagrama de Kruskal
(4.3). Sin embargo, existe un diagrama diferente al de Kruskal, llamado diagrama
conforme que fue introducido en 1960 como una forma de representar visualmente
diversas propiedades de agujeros negros y otras métricas. Una razén importante por
la cual trabajamos con estos diagramas es que representan la estructura causal del
espacio-tiempo. Esto es, la relacion entre el pasado y el futuro de diferentes eventos,
de la manera que son definidos gracias a los conos de luz; facilita determinar si
una region del espacio-tiempo o ciertos eventos podran ser observados. Ademas,
en algunos casos podemos tratar el infinito como un valor finito, de tal manera que
la estructura de toda nuestra variedad es descrita en forma breve. Los diagramas
de Kruskal no son iguales a los diagramas conformes que se mencionan en este

capitulo.

5.2. Diagramas de Penrose-Carter

Para elaborar un diagrama conforme de la métrica de Schwarzschild, es necesa-
ria una transformacion de coordenadas extra. Regresamos a la ecuacién (4.13), en
la cual se emplean las coordenadas v’ y «/, las cuales son nulas. Recordemos que

estas coordenadas estan dadas por

r_ ev/4]ﬂ
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u = _e—u/4M’

las cuales poseen valores divergentes, pues son funciones exponenciales. Para ela-
borar un diagrama conforme es necesario fraer los valores infinitos hacia valores

coordenados finitos. Una eleccion que cumple esto es la siguiente transformacion:

1 U,
v" = arctan
<\/2M>

u/
" = arctan , 5.34
' ( _2M) (5.34)

la cual posee los siguientes rangos,

D <4l
2 2

7T<u”<+7T
2 2

Las coordenadas (v”,«”) son conforme planas, pues estan relacionadas con la mé-
trica de Minkowski de la misma manera que (5.7). El diagrama que resulta con estas
coordenadas esta plasmado en la figura (5.1). Las cantidades que aparecen en este
diagrama son definidas a continuacion. i* son llamados infinitos futuros tipo tiempo y
son puntos que indican en donde terminan las geodésicas tipo tiempo. Los i~ reciben
el nombre de infinitos pasados tipo tiempo, también son puntos e indican en dénde
inician las geodésicas tipo tiempo. Los i son llamados infinitos espaciales, e indican
en dénde inician y terminan las geodésicas tipo espacio. Los .#* son llamados infi-
nitos nulos futuros e indican en donde terminan las geodésicas nulas. Ademas, los
#~ son llamados infinitos nulos pasados e indican en dénde inician las geodésicas
nulas. Estas dos ultimas son superficies nulas. El logro de este diagrama es haber
fijado todo el espacio de Schwarzschild en una pequefia pieza de papel, pero en
realidad no revela mucha informacion extra, salvo que cuando es comparado con el

diagrama conforme de Minkowski, es claro que la métrica de Schwarzschild es asin-
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i singularidad de pasado r = 0 i

Figura 5.1: Diagrama de Penrose de la métrica de Schwarzschild que ilustra la es-
tructura causal de esta geometria. En este, |la superficie del agujero negro esta repre-
sentada por una linea a 45° y las trayectorias dentro del interior de dicha superficie
conducen hacia la singularidad de r = 0. Lineas mundiales tipo tiempo permanecen
a 45°. La cuadricula indica lineas de r y t constantes.

toticamente plana, pues .#* e i tienen la misma estructura en ambos diagramas.



Capitulo 6

Coordenadas alternativas para
métricas con simetria esférica

En el capitulo anterior, se obtuvieron coordenadas conformes en secciones de
espacio a tiempo constante para la métrica de Schwarzschild, llamadas coordena-
das isotropicas. Luego, se menciona que las coordenadas de Kruskal-Szekeres que
fueron trabajadas en el capitulo 4 son mas generales que las isotropicas, pues es-
tas permiten incluir el tiempo pero descartan las secciones angulares. Sin embargo,
el procedimiento para obtener estas ultimas involucro diversas transformaciones de
coordenadas, por lo cual es interesante explorar como llevar una métrica hacia una
forma conforme plana empleando solamente una transformacion, en lugar de usar

varias.

6.1. Coordenadas conforme planas para métricas con

simetria esférica

Existen diversas métricas que cumplen la condicion gyg11 = —1 [29], estas po-
seen la propiedad de que su tensor de Ricci satisface la relacion R, k'kY = 0, en
donde k* = (£,7,0,0) es el vector tangente de una curva radial nula (t()\),()),0,0)

para un parametro afin \ y donde el punto indica derivada respecto a dicho A. Una

45
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métrica que satisface esta condicion tendra la siguiente forma:

1

G dr® 4+ r2d6* + r? sen*(0)d¢?, (6.1)

ds?l) = —f(r)dt* +

la cual ademas posee simetria esférica y es estatica. Métricas que satisfacen es-
ta forma y que se encuentran en libros introductorios de relatividad general son las
desarrolladas por Minkowski, Schwarzschild, de-Sitter, Reissner-Nordstréom, entre
otras. Aun asi, existen métricas que no son encontradas en libros clasicos, como la
de Boulware-Deser [30]. Gracias a que poseen dicha simetria, es posible considerar
rebanadas de espacio-tiempo a angulos constantes, df = d¢ = 0, lo cual nos per-
mite trabajar con dos coordenadas en lugar de cuatro. El procedimiento sera buscar
una transformacion de coordenadas que la convierta en una forma conforme plana

cuando se consideran angulos constantes:
dstyy = Q° (—dT?* + dp?) + r*d6® + r* sen’(0)d¢”. (6.2)

La transformacion que sera empleada es

B ay'u/ 8y’/
Gy = oxH Oxv Tww's

(6.3)

en donde 2" = (t,r,0,9), y* = (T, p,0, ), g,,, SON las componentes de la métrica en

la forma (6.1), mientras que +,,, corresponde a (6.2):

—f 0 0 0
0 % 0 0
Juv = (64)
0 0 72 0
0 0 0 r?sen?(d)
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2 0 0 0
0 02 0 0

Vo = . (6.5)
0 0 2 0

0 0 0 r*sen?)
Como se menciond, en secciones de angulos constantes estaremos ante una trans-
formacion de coordenadas entre dos métricas bidimensionales, lo cual nos permite
utilizar un resultado que expone que toda variedad Lorentziana bidimensional es
conforme plana. Una demostracién rigurosa de esto puede encontrarse en [31]. A
continuacion, se trabaja esta prueba de manera mas practica. Para ello, usaremos
una métrica bidimensional g,,, y transformaremos las coordenadas originales (z°, z!)
hacia coordenadas nulas (y”,y') = (U, V). Estas Ultimas satisfacen la expresion
9(dy, 0y) = 0, donde 0y, es la base para cualquier vector nulo en la direccion de U y,
en general, cualquier vector Ase puede expresar como A= A*Q,. La version dual
en términos de la métrica inversaes g=!(di/, did) = 0, y la expresidn para uno-formas
en bases de este tipo es a, = a,dxz*. Expresando de manera conveniente a dl{ co-
mo dUU = (0U)/(0y”)dy’ para alguna base dy’, lo cual también puede considerarse

como un empleo de la tipica regla de la cadena, tendremos la siguiente expresion:

o U OU

Sy = (6.6)

uev. , Stri /s Y SU inv V" se obtienen de
En las nuevas coordenadas (U, V), la métrica g, su inversa g"

las relaciones

ozt Ox”
=y, 6.7
g,u ayu 8yy g/J ( )
g oy Oy”'
" yt 0y”
W' v
g D 8x”g ) (6.8)

Como ya se menciono, cuando consideramos secciones de angulos constantes en

donde df = 0y d¢p = 0 solo es necesario considerar los valores 0 y 1 de los indices
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1y v. Considerando a = 0,1y b = 0, 1, escribiremos las componentes ¢*% y ¢"'!':

oo _ 0" 0y
g Oz Oxb
_odou (6.9)

Oxa Ozb

=0

11 ayllaill ab
oz Oz
oy oV
— %@gab (6.10)

donde podemos observar que las entradas de la diagonal de la nueva métrica ¢*"
son cero gracias a la ecuacion (6.6), pues estamos considerando coordenadas nu-
las. Ademas, las entradas de la diagonal de su métrica inversa g, también son
cero. Esto se obtiene gracias al siguiente proceso de bajar indices sucesivamente
mediante el empleo de la relacién general g, = guegrvag™. En nuestro caso, la en-
trada 0’0’ sera gy = goago59®°, sumando en los indices repetidos a y b que toman
valores 0 y 1 para dar lugar a gy = 2900 901:9"" = kgoo, la cual tiene la forma
xr = nx = x = 0, por lo que tendremos que esta componente se anula. Un proce-
so analogo para la componente g;/1- revela que también es igual a cero, de manera
que el elemento de linea en las nuevas coordenadas, ds?* = gyydz®dz?, tomara
la forma ds®> = 2go1dz”dz"’, pues las entradas de la diagonal resultaron ser cero,
lo cual implica que las entradas fuera de la diagonal no pueden ser cero porque la
métrica no es nula. Ademas, puesto que la métrica original es simétrica, pues asi
la construimos, tendremos que la inversa también lo es. Consideremos que gy - €s
positivo, de manera que podremos reescribirlo como 2g;, = €%, en donde se define

C = 1In(2go1). Con estas consideraciones, el elemento de linea se reescribird como



Capitulo 6. Coordenadas alternativas para métricas con simetria esférica 49

ds? = e*diddV. Realizamos la siguiente transformacion de coordenadas
1
T=§(L{+V) (6.11)

E:%(L{—V), (6.12)

cuyos diferenciales son dY = (1/2) (dU +dV) y d= = (1/2) (dU — dV), respectiva-
mente. Inspeccionamos el término dY? — d=2, el cual se reduce a di/dV. Colocamos

este resultado en el elemento de linea original, de manera que obtenemos
ds® = e* (dY? — d=?) (6.13)

el cual esta en la forma deseada, pues tenemos la métrica de Minkowski con el
factor conforme como (? = €2¢. El caso en que gy1- €s negativo resulta analogo. El
resultado es que hemos transformado una métrica bidimensional general hacia una
forma que es conforme plana.

Convencidos de este resultado, ejecutamos la transformacion ds(Ql) — dsé) des-
crita por la ecuacion (6.3), pues considerando secciones a angulos constantes es-
taremos transformando una métrica bidimensional hacia una forma conforme plana,
la cual ahora sabemos que siempre existe. Consideramos las entradas ¢qo, 901 Y 911
para encontrar las ecuaciones que dirigiran hacia una expresion para 7', p y Q2 en

términos de r, t y f(r). Comenzamos con la entrada gq,
(6.14)

donde go0 = — f para la métrica original, mientras que en el lado derecho solo habran

componentes para ;. = v, pues ambas métricas son diagonales (ver 6.4 y 6.5):

oT\ > op\?
_f:_<§> 02 4 Q2 (E) . (6.15)
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Esta ecuacion se reescribira de la siguiente manera,
(0,1) = (9p)* + FQ 2 (6.16)

Por otro lado, la ecuacion que se obtiene al considerar la entrada ¢ €s

I aT\* , (9p)°
reescrita como
1
(0.7)° = (9p)* — 7 (6.18)

mientras que la transformacion de la entrada gq; resulta en la siguiente expresion:
O TO, T = Oyp0,p. (6.19)

Para combinar estas ecuaciones y resolver, primero elevamos al cuadrado (6.19) y

sustituimos en ella las expresiones (6.16) y (6.18), para resultar en

@ @) = @) + 197 (@) - 5. (6.20)

El desarrollo de los productos de esta ecuacion da como resultado

= F(00) — = (D) (6:21)

02 f
Equivalentemente, las ecuaciones (6.16) y (6.18) pueden reescribirse como (9;p)? =
(0,T)? — fQ2y (9,p)* = (0,T)*> + f~1Q~2, respectivamente, cuya sustituciéon en el
cuadrado de (6.19) dirige a una ecuacion diferente para 272 como Q2 = f~1(9,T)*—

f(0,T)?. La expresion (6.21) ayuda a reescribir la ecuacion (6.16) como

2 1

HCORE (6.22)

(0.T)° = (9p)” + f |(0,p)
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la cual, a su vez, se reduce a (8,7)* = f2(d,p)*, en la cual podemos tomar raiz de
ambos lados
T = fO.p. (6.23)

La sustitucion de la expresion de N2 en la ecuacion (6.18) se realiza de manera

analoga,
1 1
f

(0.T)* = (0pp)" — 7

(arp)Q (atp)2 ) (624)

la cual se reduce a
1
f

Para resolver estas ecuaciones diferenciales para 7'y p se emplea el método de

0.T = ~0p. (6.25)

separacion de variables, el cual se puede usar cuando las ecuaciones diferenciales
parciales son lineales,

T(t,r) =0O(t)P(r) (6.26)

p(t,r) = E(E)x(r), (6.27)

como resultado las ecuaciones (6.23) y (6.25) tomaran las formas

$0,0 = f£0,x (6.28)
y

00,d = ?atg, (6.29)
respectivamente. Luego, estas dos ecuaciones se reescriben de manera convenien-
te como

18 0 = ia (6.30)

5 t - (I> rX )

1

— 0 = i&@, (6.31)

S X

en donde hemos reordenado de manera que en un lado de la ecuacidon tenemos

dependencia en la variable ¢, mientras que en el otro lado es en la variable r. Esto
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implica que ambos lados de la ecuacion deben ser igual a una constante:

1

(0 =a= éarx (6.32)
Loe—p="Lo0, (6.33)
S X

las cuales pueden combinarse para obtener otro conjunto de ecuaciones diferen-
ciales equivalente. Por ejemplo, si se elige derivar (6.32) respecto de ¢, la ecuacion
resultante sera

d*e dg

la cual puede combinarse con (6.33) para obtener una ecuacion diferencial unica-
mente en la funcion O(t)

d*e 6.3
Equivalentemente, puede obtenerse la ecuacion diferencial para la funcién & como
(d%¢/dt*) — aB¢ = 0. Las ecuaciones diferenciales para las funciones © y ¢ son
sencillas de resolver, contrario a las ecuaciones resultantes para las funciones y y
®. Por ejemplo, si se elige derivar el lado derecho de (6.32) y sustituirlo en (6.33), se

obtiene la siguiente ecuacion para y:

x| dx (%) _aB . (6.36)

a? " ar \ar ) X

Por otro lado, calcular el cociente entre los lados derechos de las ecuaciones (6.33)

y (6.32) da como resultado la siguiente relacién

A d
ad == = gy X

= - (6.37)

la cual se puede integrar para resultar en la siguiente relacion auxiliar:

ad®? — Bx* = oy, (6.38)
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donde o; es una constante de integracion por determinar. Anadlogamente se puede
obtener una relacién entre las funciones © y ® dada por a£?— 302 = o,. Pararesolver
la ecuacion (6.35) es necesario determinar el signo del producto o3, de manera que

evaluaremos los distintos signos de este producto.

6.2. Coordenadas pulsantes

El primer caso que se analiza es a8 < 0. Para ello, regresamos a la ecuacion
(6.35), en la cual vamos a definir w?> = —a3 0 equivalentemente w = /|a3| > 0, de
manera que esta se reescribe como

d*0

cuyas soluciones son © = Bj sen (wt + ¢g). El angulo de fase puede fijarse a cero,
¢o = 0, para que cuando t = 0, también se cumpla 7' = 0, o puede elegirse como
¢o = m/2, en cuyo caso la forma de © serd como un coseno en lugar de seno.
La forma de £ puede obtenerse resolviendo la ecuacién (6.33) para £. La solucién
es inmediata dado que la funcion © es una funcién trigonométrica, el resultado es
¢ = By cos(wt+ ¢o). Podemos obtener una relacion entre las constantes B; y Bs con
una serie de pasos. Primero se calcula la derivada de ©, dO/dt = Byw cos(wt+¢g) =

Bywé/ By y retomamos la ecuacion (6.32) para obtener B,wé/B, = a&, de donde se

BQ = 31\/ —g (640)

Ademas, si sustituimos la forma de © y £ en la expresion a&? —60? = o, obtenemos la

extrae la siguiente relacion

relacion o, = —3B?. Por otro lado, partiendo de la ecuacion (6.33) podemos obtener

expresiones para ¢ y y. Reescribimos esta ecuacion de la siguiente manera,

 fdo

fdd
a® -5

= =0F=x (6.41)
x dr
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y manipulamos la ecuacion (6.38), en donde elegiremos o > 0y # < 0 de modo que

o1 > 0y oy > 0, la cual reescribimos como

2 —O'1+OZCI)2

= (6.42)

y combinamos (6.41) con (6.42):

%%: /—O’l‘gaq)z‘ (6.43)

Esta es una ecuacion diferencial separable que se reescribe de la siguiente manera

do dr
" \/—_ﬁ7, (6.44)

y se encuentran las soluciones ® mediante la integracion de ambos lados:

%arcsen (\/gfl)) = \/—_ﬁ/% (6.45)

Recordemos que estamos buscando una expresion para @, por lo cual reescribimos

P = \/%sen (\/Twﬁ/ %) . (6.46)

Podemos obtener una expresion para y partiendo de la ecuacion (6.42)

— 2
==t ; od (6.47)

y sustituyendo en ella la expresion obtenida para ®(r) en (6.46)

Y = \/_U:lﬁcos <\/Twﬁ/ %) . (6.48)

esta ecuacion como
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Finalmente, las expresiones para T'(t,r) y p(t,r) se obtienen sustituyendo los resul-
tados obtenidos para ©, &, xy ® en (6.26) y (6.27):

T(t,r)=~ 7192 sen <w/ﬁ) sen (wt + ¢o) (6.49)
w f
p(t,r) =~ 302 CcoS (w/d—;) cos (wt + ¢y) , (6.50)

en donde hemos usado la definicién previa de w = /—af. Podemos continuar el

proceso mediante el calculo del factor 1/Q? en la ecuacion (6.21),

1

o =1 0)’

1

¢ 27 .51
7 (@) (6.51)

en donde debemos obtener una expresion para 0,.p y 0;p. Para el primero de estos

tendremos:
0, VOT D {COS (w / ﬁ) cos (wi + ¢0)} , (6.52)
w or f

usando regla de la cadena y notando la siguiente relacion,

d dr 1
dr (/ 7) = (6:53)

entonces la ecuacion (6.52) resulta en la siguiente expresion:

Opp = —~ C}l@ sen (w/ %) cos (wt + ¢yp) . (6.54)

Asi mismo, la derivada 0,p se calcula de manera analoga:

Oip = —+/0105 COS (w/%) sen (wt + ¢y) . (6.55)
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La sustitucion de (6.63) y (6.66) en la ecuacion para 1/Q? dirige a la siguiente expre-
sion:
1 0109

T [cos?(wt + ¢p) sen?(wr*) — sen?(wt + ¢) cos*(wr*)] , (6.56)

en donde se ha definido [ f~'dr = r*. La expresion (6.56) puede simplificarse me-
diante el uso de las identidades 2sen* A = 1 — cos(2A4) y 2cos? A = 1 + cos(24), de

manera que el término entre corchetes de dicha ecuacion equivale a
(1/4) [(1 — cos(2wr™)) (1 + cos(2wt + ¢g)) — (1 4+ cos(2wr™)) (1 — cos(2wt + ¢p))]

el cual es simplificado para obtener la expresion para el término Q? como

1
5= 021;2 [cos(2wt + 2¢) — cos (2wr™)] . (6.57)

Resumiendo, hemos obtenido las expresiones para las nuevas coordenadas Ty
p en términos de las coordenadas originales t y r. El siguiente paso es analizar
estas coordenadas, pues estan en términos de las funciones trigonométricas senos
y cosenos, las cuales poseen un caracter oscilatorio y por lo cual se les da el nombre
de coordenadas pulsantes. Para iniciar el analisis, retomamos las expresiones (6.49)

y (6.50) y efectuamos la siguiente manipulacion: Reescribimos las expresiones para

Ty pcomo

sen?wr*) = \/21_02 sen (wt + ¢y) (6.58)
y

— fw*) - \/‘Z_"? cos (wt + o) ; (6.59)

respectivamente. Luego, elevamos ambas expresiones al cuadrado y efectuamos su

suma:
T2 n 0> 0102
sen? (wr*) = cos? (wr*)  w?

, (6.60)
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en donde se ha empleado la identidad trigonométrica sen?(x) + cos?(z) = 1 en el
lado derecho, de manera que podemos obtener un diagrama que no dependa del
tiempo ¢. Con una manipulacién analoga se puede obtener una expresion que no
posea dependencia en la cooordenada r:

T2 p2 01029

sen? (wt + ¢p)  Cos? (Wi + o) w? (6.61)

Vale la pena mencionar que este proceso es analogo al que se lleva a cabo en el
analisis de las coordenadas de Kruskal-Szekeres para la métrica de Schwarzschild
(4.17), con la diferencia de que en ese caso se efectué una resta de las expresio-
nes una vez elevadas al cuadrado, pues se trabaja con funciones hiperbdlicas que
satisfacen la relacion cosh?(x) —senh®(z) = 1. En ese caso se obtuvieron diferentes
hipérbolas para diferentes valores de la coordenada radial r y lineas rectas para di-
ferentes valores de ¢, como ya se mostré en la figura (4.3). Esta vez, (6.60) y (6.61)
son ecuaciones de elipses, de manera que las curvas a r o t constantes seran re-

presentadas con elipses. Recordemos que la ecuaciéon de una elipse es de la forma

en donde los valores a y b son los semiejes mayor y menor. Esto significa que para
nuestro caso, los semiejes tomaran valores en el conjunto [0, x|, donde x = /7102 /w,
lo cual indica que las elipses en un diagrama p-T" tendran un valor maximo en sus
semiejes. Dado que el valor maximo de dichos semiejes es una cantidad que de-
pende de tres constantes o, 02 Y w, se puede elegir de manera conveniente que
el producto 0,05 sea igual a la unidad, para tener sélo una constante por determi-
nar. Por otro lado, notamos que cuando uno de los semiejes toma el valor de 0, el
otro tomara el valor maximo, lo cual indica que un diagrama p-T' estara compuesto
de diversas elipses horizontales y verticales con distintas excentricidades ¢ € [0, 1]

cuya dependencia en las coordenadas r o t esta dada por ¢ = (1 — c;otz(m*))l/2
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2

P = =1
T cos?(wt)  sen?(wt) w?
=0
— —2nm
wt=150
A =TI
_______ wt 10
-—— wt:%
— pt=4n
wt 10
— wt=48n
wt=150
— =
] (=3
S .
i s 2 =
g \ ,' w
! P

Figura 6.1: Diagrama de las coordenadas pulsantes p-7T, construido mediante la
ecuacion (6.61). En este, hemos considerado ¢, = 0. Debido a que el dominio de la
coordenada t es (0, c0), este diagrama inicia con una linea horizontal 7' = 0 y poste-
riormente se dibujan diferentes elipses horizontales y verticales, hasta llegar a una
linea vertical p = 0.

oe=(1- cot2(wt))1/2. Esto es, tendremos elipses con anchura cero, como rectas
en el caso ¢ = 1 y circulos para ¢ = 0. El éxito de este procedimiento es que he-
mos compactificado una métrica de la forma (6.1) en una regién pequefa descrita
por elipses cuyos semiejes pueden tomar valores finitos. Por ejemplo, el diagrama

correspondiente a la ecuacién (6.61) esta ilustrado en la figura (6.1).

6.2.1. Métrica de Schwarzschild

Podemos trabajar con la métrica de Schwarzschild para ilustrar los resultados y

realizar una comparacion con el diagrama de Kruskal (4.3) y el diagrama conforme
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de dicha métrica (5.1). En este caso, vemos que f en la ecuacion (6.1) sera igual
al—r,/r. Es necesario evaluar la integral [ f~'dr para obtener la expresién que

aparecera en el argumento de las funciones trigonométricas en las coordenadas T’

y p:

1 —1Is

T'Seh = / o r—rs+rsIn(r—ry) +C, (6.62)
en donde podemos elegir de manera conveniente la constante de integracion C' como
—rsIn(rs)+rs+1y para obtener una expresion equivalente a la coordenada r* definida
en (4.3) como la coordenada de tortoise para la métrica de Schwarzschild: %, =
r+rgln ([7 — 1) + vy. La eleccion de wiy = 7/2 invierte el rol del seno y coseno
que aparecen en las funciones (6.49) y (6.50). Asi, las diferentes elecciones de los
angulos iniciales ¢y y ¥y dan origen a una serie de cambios en las funciones senoy

coseno, algunos de estos casos se muestran en la siguiente lista:

(
T = sen(wt) sen(wry,
¢ = 0,0p = 0 = (whsen(wria) (6.63)

P = cos(wt) cos(wrg,,)

)
T = sen(wt) cos(wr,,)

o= 0,00 = =— —> (6.64)
2w %
== cos(wt) sen(wrs,,)
(
T = cos(wt) sen(wrg,
G0 = ——, 0 =0 —> whysen(ersa) (6.65)
2w %
== sen(wt) cos(wr,,)
T = cos(wt) cos(wry,
Go= =y = — —> whcostursa) (6.66)
2w 2w

p = sen(wt) sen(wrs,,)

Para el primero de estos casos, la ecuacion de elipses es la misma que en (6.60)
para un diagrama independiente del tiempo, y la misma que en (6.61) para un dia-
grama que si depende del tiempo t pero que no depende de la coordenada r. La

ecuacion (6.57) implica que el factor conforme 2 tomara un valor divergente cuan-
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do r* = t en la eleccién ¢, = 0y 9y = 0, lo cual puede evitarse con otra eleccion
de angulos de fase iniciales, por ejemplo la eleccion (6.64) dirige al factor confor-
me descrito por la ecuacion Q* = (2f/o,0,) [cos(2wt) + cos(2wr*)]. En la figura (6.2)
se muestra la grafica de la coordenada %, en funcion de r. Esta ultima tiene su
dominio en el rango r; < r, pues este es el horizonte de eventos en la métrica de
Schwarzschild. A su vez, la coordenada r,, puede tomar cualquier valor real (ver
figura 6.3). Dada la forma de la ecuacién de elipses (6.60), vemos que los valores
de los semiejes cuando se elige 0,0, = 1 estan dados por a = |(1/w)sen(wr,,)|
y b = |(1/w)cos(wré,,)|, lo cual significa que el argumento de estas dos funciones
trigonométricas es todo R, por lo que la magnitud de los semiejes cambiara conti-
nuamente (ver figura 6.4). El resultado es un diagrama p-1" compuesto por infinitas y
repetitivas elipses. Podemos considerar valores particulares, como el de rg , = 0, el
cual implicara a = 0y b = 1/w, lo que corresponde a una elipse con grosor cero, es
decir, una linea, en este caso horizontal. Los valores que satisfacen wrf,, = +m/4
y en general wrf, = m/4+ nw/2 para n entero daran origen a circulos de radio
1/4/2. Mediante inspeccion, notamos que lineas horizontales corresponden a valo-
res wr,, = nm, mientras que lineas verticales se dan en valores de wr%,, = 7/2+nnw
(ver imagen 6.5). Las elipses en este diagrama poseen propiedades semejantes a
las de las hipérbolas de un diagrama de Kruskal (4.3), pues cada punto correspon-
de a una esfera con coordenadas (7}, p, 0, ¢). Asi mismo, cada elipse pertenece a
un valor de r o 7%, a tiempo t. Notemos que existen puntos que forman parte de
dos elipses diferentes, esto no es dificil de ver, pues recordemos que las formas de
las funciones Ty p son senos y cosenos, las cuales son funciones periddicas. Asi,
puntos (7', p) de este diagrama corresponden a infinitos valores de r y r%_,, por lo
cual el extenso espacio-tiempo descrito por la métrica original de Schwarzschild se
ha compactificado y se ha plasmado en un pequefo plano, aunque el problema del
horizonte de eventos no ha sido enfrentado, pues cuando la coordenada radial r se
acerca a r,, las magnitudes de los semiejes oscilan con mayor frecuencia.

El analisis del diagrama generado por la ecuacion (6.61) para ¢, = 0 obtenido
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x o r
— rgp=r+ rsln(r—s -1)

r=rs

re  ¥278r, 2r,

Figura 6.2: Gréfica de la funcion 7%, = r + rsIn (TL - 1) como funcion de r. La

coordenada r puede tomar valores en el conjunto (r,, c0), mientras que el rango
de la coordenada rg, es R. Adicionalmente, la coordenada r¢_ es cero cuando
r & 1.27846r,.

| | T
0 A ~ 1.27846r, 1.57;
v \ 4
- Tsen
0 0.806853r;

Figura 6.3: Relacion entre los dominios y algunos valores de interés de las coorde-
nadas r y r¢,,. La coordenada original tiene su dominio en la region r, < r, mientras
que 1%, puede tomar cualquier valor en el conjunto (—oo, +00). Se logra observar
que el valor r, corresponde a un valor divergente en la coordenada de tortoise, mien-
tras que el cero de esta se encuentra en el valor aproximado de 1.27846r,, cuyo valor
exacto esta dado por (W (e™!) + 1) r,, donde W es la funcién de Lambert definida co-
mo auxiliar en la solucion de ecuaciones del tipo we® = z. En este bosquejo destaca
el hecho de que la pequenia region (r,, 1.27846r,) en la coordenada r se ha mapeado
a una region no acotada (—oo, 0) en la coordenada r%,,.
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AL

Figura 6.4: Grafica de la funcion L sen(wry,,) como funcién de r. Esta muestra el
comportamiento que tienen los valores del semieje a de las elipses generadas por
la ecuacién (6.60) para el caso en que se elige 0,0, = 1. Se aprecia la oscilacién
continua y acelerada alrededor de 0 para valores de r cercanos a r,. La funcion
L cos(wr},,) se comporta de la misma manera, salvo por un desfase de 7 /2.

gl

p? T2

1
+ ==
T cos?(wrge,)  sen®(wreg,) w2

* T
TTT Wiseh=7

wr;ch = %
— wr;ch = %
* 4
wrien = 160

Wrseh = 120%

Figura 6.5: Breve bosquejo de las elipses generadas por la ecuacion
T2 _ 1 9 O
et Se muestran algunos valores para el argumento wrg,, y se indica

que la posicién de los conos de luz es la misma que en el plano original (¢,7), pues
las nuevas coordenadas (7, p) son conforme planas y preservan angulos. En este

no aparece la superficie » = r, pues no se ha conseguido una extension mas alla
del horizonte de eventos del agujero negro de Schwarzschild 4.3.

Y
cos?(wr¥,.p)
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en (6.1) es consistente con los valores mencionados en el parrafo anterior para li-
neas horizontales y verticales. En este caso, cada elipse corresponde a un tiempo
t determinado y a cualquier posicion r. Asi mismo, los diferentes casos de ¢, y 9,

solamente ocasionan un desfase en los diagramas.

6.2.2. Espacio de de-Sitter

El espacio de de-Sitter es otra métrica que también satisface la forma (6.1), en
cuyo caso la funcion f estd dada por 1 — I'r?, donde I' = A/3 en la ecuacion (3.3).

Es necesario calcular la integral | f~'dr para encontrar la coordenada 7g:

. dr 1 1
rdS = / m = ﬁ tanh (\/f?") + 190. (667)

En la figura (6.6) se muestra que esta coordenada puede tomar cualquier valor po-
sitivo en los nimeros reales R, por lo cual tenemos un mapeo del conjunto (0,1/+v/T)
de r hacia el conjunto (0, co) de 4. Recordemos que se estan empleando coordena-
das estaticas para la métrica de de-Sitter, en las cuales se considera un observador
en el centro del universo. A medida que la coordenada r se acerca hacia el horizonte
de eventos dado por 1//T, la coordenada ris continua creciendo, pues este punto
se ha enviado a un valor divergente positivo, analogo a lo que sucede con el hori-
zonte de eventos r, en la métrica de Schwarzschild, el cual es enviado a un valor
divergente negativo en la nueva coordenada %_,. Sobremanera, en esta métrica se
pueden generar los diferentes casos que estan enlistados en las ecuaciones (6.63) a
(6.66) de manera analoga, con el unico cambio de r, por r;s. Por tanto, se ilustrara
el diagrama para el primero de estos casos, pues el analisis de los demas es similar
y no revela informacioén adicional. En la figura (6.7) se ilustra el comportamiento de
la funcién w™! sen(wrjs), mientras que el de w™! cos(wriy) es el mismo, solamente
desfasado en un angulo de /2. El diagrama p-T" para la métrica de de-Sitter sera

parecido al que fue obtenido para Schwarzschild, con la diferencia de que en este
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— = %arctanh(\/Fr)

r=

i

i

Figura 6.6: Grafica de la funcion r%g = %tanh‘l(\/ﬂ), en donde se aprecia que
el rango de esta es todo el conjunto R. Sin embargo, la coordenada r solo puede
tomar valores positivos, es por ello que el rango real de esta coordenada sera (0, co).
Las lineas verticales indican la posicién del horizonte cosmoldgico real 1/y/T y su
contraparte negativa carente de significado fisico.

1 *
— gsen(wrys)

r=

AN

g

Figura 6.7: Grafica de la funcion sen <%tanh*1(\/fr)>. Se muestran valores para

r < 0, aunque solamente los valores para r > 0 tienen significado fisico. La ilustra-
cion revela que el valor del semieje a oscila mas rapido en valores de r cercanos
al horizonte cosmoldgico. El semieje b se comporta de la misma manera, salvo un

desfase de /2.
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PP, T _1
2 * 2 *Y T 2
T 1. cos“(wrgs)  sen<(wrys)
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T Wrgs =
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— Wrgs=
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wx o ola ~F g

*

€
&
1]

~ -
~~~~~~~~

gl

Figura 6.8: Diagrama p-1" para la métrica de de-Sitter. Debido a que el rango de
la coordenada rj4 es (0,00), este comienza con una linea horizontal seguida de
oscilaciones bajo un periodo de 7/w. Lineas verticales corresponden a valores de
la forma wrj¢ = 7 + n7. Analogamente, lineas horizontales corresponden a valores
e =nm/w.

caso la coordenada rj;; posee el rango (0, co), mientras que el de r_, es (—oo, +00).
Por lo tanto, con las elecciones de ¢y = 0 y 9y = 0, nuestro diagrama comienza con
una linea horizontal y posteriormente las elipses oscilan a medida que r crece y se
aproxima al horizonte cosmolégico 1/+/T, a un ritmo acelerado en valores cercanos
a este (ver figura 6.8). Notese que este analisis fue llevado a cabo considerando una
métrica cuya entrada — gy, es de la forma 1 —I'r2. Como se menciond en los parrafos
que siguen la ecuacion (3.35), esta forma también es satisfecha por los universos

de Lanczos.



Capitulo 6. Coordenadas alternativas para métricas con simetria esférica 66

6.2.3. Espacio de Anti-de-Sitter compactificado

Anteriormente encontramos que el dominio de la coordenada ¢, es R, mientras
que el de s es (0,00). A continuacién, obtendremos la coordenada 7, para la

métrica de Anti-de-Sitter como la integral

. dr
Tads = /—1+Fr2’ (6.68)

en donde vemos que no existe horizonte cosmologico, pues r tomaria un valor ima-
ginario de la forma +i//T carente de significado fisico. El resultado es r%,5 =
(1/v/T)tan"'(v/Tr), cuya grafica se muestra en la figura (6.9). En esta, podemos
apreciar que se ha mapeado la region [0, oo) de r hacia [0, wr/2v/T). Esto es, la coor-
denada %, cumple un papel opuesto al de la coordenada de tortoise para la métrica
de Schwarzschild, consecuencia directa de la escasez de horizontes de eventos y
singularidades en el espacio de Anti-de-Sitter. Para realizar el diagrama p-T" de las
elipses generadas para esta métrica es util considerar dos casos: (i) w = VT, en
cuyo caso tendremos 1,4 = sen [tan‘l(\/fr)}; (i) w/v/T > 1. En la figura (6.10)
se muestran estos dos casos. En el primero de ellos se aprecia que la funcidon
sen [tan’l(\/fr)} toma un valor inicial 0 para » = 0 y un valor limite =/2 cuando
la coordenada radial contintia creciendo hacia infinito. Como consecuencia de esto,
los valores de los semiejes a y b en el diagrama p-1" no se repetiran: Este iniciara con
una linea horizontal correspondiente a r = 0, alcanzara un circulo cuando r = 1/y/T
y se aproximara asintéticamente a una linea vertical en el limite r — oo, dando origen
a un diagrama sin elipses repetidas y sin oscilaciones de ningun tipo. En el segundo
de estos casos, la grafica (6.10) muestra que ocurriran oscilaciones en los valores
de los semiejes a y b, por lo que tendremos un diagrama del mismo tipo que fue
obtenido para la métrica de de-Sitter; iniciando en una linea horizontal parar =0y
mostrando diversas elipses a medida que r crece. El caso (i) es de especial interés
y es ilustrado en la figura (6.11). Cuando r crece de manera divergente, este diagra-

ma se acerca asintoticamente hacia una linea vertical, la cual corresponde a p = 0
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* 1
T e o rAd5=—arctan(\/Fr)
2VT VT
m |
ar

i

Figura 6.9: Grafica de la funcion %, = % tan~!(v/Tr). El dominio de esta funcién
es R, aunque debe mencionarse que la coordenada r solo puede tomar valores en el
intervalo [0, o), por este motivo la region r» < 0 es sefialada con lineas discontinuas.
El rango de esta funcién es (—r/2vT,7/2v/T), aunque se restringira este rango a
(0,7/2v/T), pues solamente los valores » > 0 poseen significado fisico. Cuando
r=1/T, se tendra tan~'(1) = 7 /4, el cual satisface sen(r/4) = cos(r/4).

/ |
— %sen(wrj\ds), w=Vr
—_— %sen(wr;ds),\/i_r >1

Figura 6.10: Grafica de w™'sen(wr’,s) para dos casos de interés: w = VT y
(w/+/T) > 1. El primero de estos casos revela que la funcién posee una correspon-
dencia uno-a-uno con el conjunto (0,7/2). En el segundo caso se aprecia el com-
portamiento usual de una funcién trigonométrica sen(z).

1
w
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p? 72 1
2

o7 T e o
T Ccos“(Wrpgs)  sen“(wrpgs) W

1
w

Figura 6.11: Representacion del espacio-tiempo de Anti-de-Sitter en las coordenadas
py T obtenidas. En el caso w = /T este diagrama es mas breve que los obtenido
para las métricas de Schwarzschild y de-Sitter, pues inicia con una linea horizontal,
presenta diversas elipses y se aproxima asintéticamente a una linea vertical cuando
r— D12,

cuando elegimos ¢, = 1y = 0, 0 podria corresponder a 7' = 0 con otra eleccion de

estos angulos de fase.

6.2.4. Agujero negro cargado

La métrica de Reissner-Nordstrom describe la region alrededor de un objeto
simétricamente esférico con masa y carga eléctrica, el cual podria ser un aguje-
ro negro. Esta tiene muchas aplicaciones en astrofisica y relatividad general, pues

ayuda a describir la evolucion e interaccion de estos objetos con otros cuerpos del
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universo, asi como su estructura interna. Esta métrica satisface la forma (6.1) con
f(r) =1-r,/r+Q*/r*y posee dos horizontes de sucesos. La coordenada de tortoise

r5n S€ obtiene por medio de la integral usual como

. dr
TRN:/—l_%+?_22a (6.69)
y se reescribe como
r2dr r2dr
S 7
/7“2—7“57’4—@2 /(T—r+)(r—r_)’ (6.70)

en donde los horizontes estan dados por r. = M + /M? — Q. La integral es directa

una vez que se emplea el método de fracciones parciales:

rdr 1 1 C1 C2
o= | = 71
"RV / 2 (r—r+r—r+>+/<r—r+r—r+>dr (6.71)

parac, = (1/2)(ry+r )[(ro/r_)—1]" yco = (1/2)(ry +r_)[1—(r_/ry)]"'. La primera

integral hace uso de la coordenada de tortoise que fue llevada a cabo para la métrica
de Schwarzschild en (6.62) y la segunda integral es directa de [(dxz/x) = In(z). El

resultado es plasmado a continuacion:

* _ 1 2 T 2 T
TRN—T—i—m|i7"+|n(z—1)—7"_ln(r——1):|. (672)

La grafica de la funcion 5, se muestra en la figura (6.12), en la cual se aprecia
que esta coordenada mapea la region (r,,oc0) hacia (—oo, +00). Este dominio es
el mismo que se obtiene para la coordenada r¢,, de Schwarzschild, por lo que el
diagrama de esta métrica en las nuevas coordenadas p y T sera idéntico para estas

dos, aunque la dinamica de la métrica continta siendo diferente.
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Figura 6.12: Comportamiento de la coordenada de tortoise para la métrica de
Reissner-Nordstréom. En este caso se mapea la region (r, o) hacia (—oo, +00).

6.2.5. Un caso especial: Schwarzschild-de-Sitter

Es posible aplicar los resultados a la métrica de Schwarzschild-de-Sitter [32],

cuya forma es

dr?

2d6? + r? sen?(0)d¢? 6.73
(1—%—FT2)+T +T ()¢7 ( )

r

ds® = <1 -2 Frz) dt?* +
T

en donde 3I' = A. Esta también satisface la forma (6.1). Notemos que existen dos

horizontes, uno asociado con un agujero negro y el otro con una expansion univer-

sal asociada a la constante cosmoldgica. Para explorar esta métrica empezaremos

obteniendo la coordenada r*, la cual esta dada por la siguiente integral

. dr
T'sas = / 1_=_T2 A N (6.74)

Para evaluarse es necesario realizar una factorizacion en el denominador y emplear

el método de fracciones parciales. Asi, la integral tomara la forma

1L1(A+B+C)dr, (6.75)

) P-t+ T ) \r—Rs r—Rp r—Ry
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en donde hemos llamado Ry a la singularidad que corresponde al nuevo horizonte de
eventos del agujero negro, R, se relaciona al nuevo horizonte cosmologico asociado
a la constante A, mientras que Rj3 es una raiz que mas adelante se demuestra que
carece de significado fisico. Es preciso emplear el método conocido para resolver
ecuaciones de tercer grado para la forma 22 + az? + bz + ¢ = 0 en donde a = 0
para nuestra métrica [33]. Esta ecuacion posee tres raices de acuerdo al teorema
fundamental del algebra; (i) una raiz real y dos complejas, (ii) tres raices reales con
al menos dos de ellas iguales y (iii) todas las raices reales y diferentes. Para tener un
horizonte de eventos y un horizonte cosmoldgico es necesario trabajar con el tercero
de estos casos, pues la intuicion dice que Rs < Rp. Aun asi, es posible considerar
el caso en que estos dos horizontes coincidan, R¢ = Rp, en cuyo caso no existe una
region estatica, pues el efecto gravitacional caracterizado por el parametro M = r,/2
causa que el horizonte cosmoldgico se contraiga, mientras que este ultimo tiende a
dilatar el horizonte de eventos. Para tener el caso mencionado de tres raices reales
y diferentes es necesario que se cumpla la relacién 3M+/3I' < 1. Es interesante
obtener la relacion entre estos nuevos horizontes y los parametros originales r, y T,
asi como la forma de R3. La ecuacion cubica original debe aceptar una factorizacion
delaformar® — Z + % = (r — Rs)(r — Rp)(r — R3). Al realizar el triple producto en

r r

esta relacidon se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

—R;— Rs— Rp=0 (6.76)
—1
RDRS + RgRD + RgRS - ? (677)
—RsRpRs = % (6.78)
De la primera ecuacion obtenemos que R; = —(Rp + Rs), lo cual justifica que esta

corresponda a una raiz sin significado fisico, pues en la métrica en cuestion se tiene
r > 0. Asi, las otras dos raices seran positivas y cumpliran los papeles de horizonte

de eventos y horizonte cosmoldgico mencionados. La forma de estos dos horizon-
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tes en términos de r, y I' es poco agradable visualmente, aunque existe una forma
de escribirlos de manera compacta para el caso en cuestion, donde (27M°T) < 1.
Definimos cos(f) = —v/27M+/T para 7/2 < 6 < 37/2 y entonces escribimos las

soluciones como

Rp = \/% cos (g) (6.79)
Rg = \/% {\/ﬁsen <§> — cos (g)} . (6.80)

Las constantes A, By C de (6.75) son obtenidas combinando las fracciones y re-
solviendo el sistema de ecuaciones lineales resultante. Las soluciones de este son
A= —Rs[(2RS + RD)(RD — Rs)]fl, B = RD[(RD — Rs)(QRD + Rs)]fl Yy C = —(RD +

Rs)[(2Rs + Rp)(2Rp + Rs)]*. Asi, la coordenada r},, toma la siguiente forma:
Toqs = —T7'In [(r — RS)A(T — Rp)B(r — Rg)c] ) (6.81)

La grafica de esta coordenada en funcién de r» se muestra en la figura (6.13). Note-
mos que el dominio de la coordenada radial original » es mapeado de la region (0, Rg)
hacia (R, —oc) y de (Rp, c0) hacia (—oo, +00), endonde Ry = (—1/T') In [R§RE(Rs + Rp)°].
Asi, el diagrama p-T" estara compuesto de elipses de la misma manera que lo es-
tan los diagramas anteriores. En particular, las oscilaciones son mas pronunciadas

cerca de las posiciones Rs y Rp, pues ambos son horizontes.

6.3. Coordenadas de Regge-Wheeler

El préximo caso por trabajar es donde a8 = 0. Sin pérdida de generalidad, pode-
mos asumir que una de estas dos constantes es cero, mientras la otra no lo es. Si

consideramos « = 0, el lado izquierdo de la ecuacion (6.32) sera igual a cero,

1do
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—— Figs = FHIl(r=RsY(r = Rp)3(r — R3)°]

---- r=Rs

Figura 6.13: Gréfica de la funcién r¢, . El dibujo revela que en valores grandes de r la
funcion %, se comporta de manera asintética como In(r?). Se ilustran las posiciones
de los dos horizontes positivos, mientras que el negativo carece de significado fisico,
pues r > 0.

en donde ¢ # 0, pues p = £x # 0. Entonces 0,0 = 0, lo cual implica que © es una

funcion constante. Usando este valor para © en la ecuacion (6.23) tendremos
fo.p =0, (6.83)

la cual a su vez implica que x es una funcion constante, pues dy/dt = 0. Se eligen
los valores © = 1y x = 1/ por conveniencia, con los cuales la ecuacion (6.33) se

leera como
dg
s 6.84
=0 (6.84)
de manera que la funcién ¢ = gt + c la satisface. El origen del tiempo puede moverse
de manera que ¢ = 0 en esta expresion. Ademas se puede reescalar esta misma
funcién 8¢ de manera que ¢ = t. Escribiendo la derivada de T respecto a r y usando

la ecuacion (6.33) tendremos

ir o
dr f(“"dg (6.85)

= ?E’
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en donde colocamos los valores obtenidos para x y £ para obtener

ﬂ:m:% (6.86)

Por otro lado, manipulamos la ecuacién (6.25) para reescribirla como

dT_ldr

=T (6.87)

Comparamos las ecuaciones (6.86) y (6.87) para concluir que dp = dt. Regresa-

mos a la ecuacion (6.25), en donde ahora podemos usar el resultado 0,p = 0 para

simplificarla:
1
(8,T)" = I (6.88)
Al mismo tiempo, usando (6.25) también tendremos la relacién
=@, (6.89)
de donde obtenemos la expresion para )2
m:é%, (6.90)

pero anteriormente se obtuvo que dt = dp, de manera que 0,p = 1 y entonces
02 =—f (6.91)

Para verificar el resultado, regresamos a la ecuacion (6.1), en la cual se sustituiran

los valores de dT'y Q? obtenidos en las ecuaciones (6.86) y (6.91):

dstyy = O (=dT? + dp?)

=—f<—<%m>2+(ﬁ%>. (6:92)
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la simplificacion de esta expresiéon revela que ds%l) = dsé). La eleccibn de 5 = 0
dirigira a la misma conclusién con una serie de pasos analogos a los de o = 0,
salvo una diferencia sin significado destacable, pues en el caso presentado se ha
obtenido que la coordenada original ¢ ahora corresponde a una coordenada radial p,
pues tenemos ¢t = p, mientras que la coordenada original » ahora esta relacionada
directamente con la nueva coordenada temporal 7" mediante T = r* = [ f~*dr. En
el caso g = 0 este cambio de tipo de coordenadas no ocurre. En suma, para el caso
af = 0 esta transformacion mapea sobre si mismo y 22 es proporcional a f(r). Esto
es parecido a lo que ocurre con las coordenadas tortoise cuando se trabaja con la
métrica de Schwarzschild, las cuales dirigen al siguiente elemento de linea ds?:

ds® = (1 - %) (=dt? + dri2,) + r2d6? + r* sen®(0)d¢?, (6.93)
en donde la nueva coordenada radial v es definida como la integral [ f~'dr y para
este caso resulta igual a la coordenada definida en (4.3), como se muestra al inicio
de la seccion 6.2.1. Por otro lado, recordemos que la coordenada de tortoise para
de-Sitter s es un mapeo de (0, \/f_l) hacia (0, c0). Asi, para el caso af = 0, las

coordenadas conformes para esta métrica tomaran la siguiente forma:
ds® = (1 - FrQ) (—dT2 + drc’fg) + 7r2d6? + r* sen()d¢?, (6.94)

en donde r};; esta definido en (6.67). Para dar otro ejemplo, en el caso de la métrica

de Reissner-Nordstrom (3.6) tendremos la siguiente forma conforme:
2 Ts Q2 2 *2 2 192 2 2 2
ds’ == (1-—+ % (=dt* + dryzy) + r°d6* + r* sen*(0)d¢?, (6.95)

en donde r},, esta dado en (6.72). En resumen, el caso o5 = 0 resulta en coorde-
nadas de tipo tortoise para métricas que satisfagan la forma original (6.1), como lo

son Schwarzschild, de-Sitter, Reissner-Nordstrom, Anti-de-Sitter, entre otras.
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6.4. Coordenadas conformes tipo Kruskal

Eltercery ultimo caso es para el producto a8 > 0. Veremos que la ecuacién (6.35)
se mantiene igual y que las soluciones para © pueden ser funciones exponenciales o
equivalentemente senos y cosenos hiperbdlicos. Como sabemos, las coordenadas
de Kruskal-Szekeres poseen un término del tipo hiperbdlico, por lo que podemos
esperar que este caso nos dirija hacia ellas. Esta vez definimos w? = a8 > 0y
elegimos que la solucién para © tenga la forma © = ¢; senh(wt + ¢,), con la cual
obtenemos ¢ = ¢, cosh(wt + ¢y) gracias a la ecuacion (6.30) y también una relacion
entre las constantes dada por ¢, = ¢, \/%. Emplearemos la relacion auxiliar (6.38)
con la eleccion de o; = 0. Asi, o; = 0 dirige a la relacién y = i\/WCD, la cual se

puede insertar en (6.33) para obtener la siguiente ecuacion diferencial,

1do 1
cuya integracion otorga la siguiente forma para &:
P = Aexp (:I:w / f_ldr). (6.97)

La forma para x es obtenida directamente. Colocando los resultados obtenidos en

las nuevas coordenadas 7'y p se consigue lo siguiente:
T = c;Ae™" senh(wt + ¢p) (6.98)

p = c1Ae™" cosh(wt + ¢y). (6.99)

Aligual que en el caso af < 0, empleamos la relacién (6.21) para obtener una forma

para el factor conforme Q2. El resultado es

w

QQ

(6.100)
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Para demostrar el poder de estos resultados, obtendremos las coordenadas de Kruskal-
Szekeres deducidas en el capitulo 4 para la métrica de Schwarzschild en donde
f(r) = 1 —ry/r. La coordenada r* que aparece en la exponencial es la que fue

obtenida en (6.62). En este caso, la funcion exponencial se reescribe como

e:thEch :i:w(r—i—'rs In(i—l))

=€

. +wrs (6.101)
= eFwr <— — 1) .

Ts

La eleccion de signo positivo en esta ecuacion, ¢g =0y c; A = 1 dirigen a

T = ¢ senh(wt) (1 - 1) (6.102)
s
y wr
p = " cosh(wt) (1 - 1) . (6.103)
TS

La eleccion de w = (2r,)~! dirige de manera inmediata a las coordenadas de Kruskal-
Szekeres definidas en (4.14) y (4.15) con el cambio de notacidon de p = R, recordando
que r, = 2M. En resumen, cualquier eleccion diferente de w, ¢, y ¢; A dirige a nue-
vas coordenadas conformes planas en secciones de angulos constantes que son

novedosas. Para dar otro ejemplo, consideremos w = (), lo cual dirige a

T = e/ (1 - 1) senh <i> . (6.104)
TS TS

p= el (1 _ 1) cosh (i) . (6.105)
T's Ts

Para construir el diagrama de Kruskal originado por estas coordenadas, es necesario

considerar la relacion analoga a (4.17):

2
P (1 . 1) . (6.106)

Ts
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r=2M
/]t =400

]

T M| 7
i o0

Figura 6.14: Extension parcial de la métrica de Schwarzschild generado por la ecua-
cion (6.106). Las coordenadas son definidas en (6.104) y (6.105).

+

En este caso, el horizonte de eventos todavia se localiza en T' = +p, aunque debido
a que el lado derecho de (6.106) solo puede tomar valores positivos, esta es una
ecuacion de hipérbolas horizontales, como se muestra en la figura (6.14). En esta fi-
gura se aprecia que estas coordenadas no son la extensién maximalmente simétrica
para la métrica de Schwarzschild, sino una extension parcial: Solo existen dos regio-
nes con r > r,, a diferencia del diagrama (4.3) en donde se aprecian cuatro regiones
para incluir r < r,. Por ultimo, vale la pena mencionar que ademas de las diferentes
elecciones para las constantes w, ¢; y A, existe la posibilidad de elegir las formas
para © y £ como una exponencial en lugar de senos o cosenos hiperbdlicos. Esto
da lugar a un espectro mayor de sistemas coordenados del tipo Kruskal, ademas de
que esto también funciona para las otras métricas que ya se han mencionado. En el

caso de la métrica de de-Sitter, la coordenada r;; esta dada por (6.67):

rhe = \% tanh™* (vVTr). (6.107)
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Asi, la forma de la funcion ® dada en (6.97) sera

w/2VT
l—l—\/fr
iln(l_\/ﬂ> ] (6.108)

= Aexp

en donde usamos la identidad

tanh™'(2) = %In (1 +x)

1—=z

para simplificar la exponencial:

w/2v/T
@:iA(lJr\/fT) | (6.109)

1—+Tr
La eleccion del signo positivo, A =1 = ¢, ¢y = 0y w = —/T dan lugar a
1—+Tr
@:
V1+vTr (6.110)
1—+Tr
V1=Tr2

Asi, el sistema coordenado (p, T') para la métrica de de-Sitter esta dado por

1—+Tr

1-— \/fr
= s cosh(VTt), (6.112)

mientras que el factor conforme Q? esta dado por

V1-=T7r?2

02 = ,
—VT

(6.113)
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por lo tanto el elemento de linea es

V=T
JT

ds® = (=dT? + dp®) + r*d6* + r* sen®(0)d¢?, (6.114)

en donde la coordenada r esta implicitamente definida en términos de p y T'mediante

) TQ_l—\/fr

~T = (6.115)

Estas con las coordenadas de tipo Kruskal para la métrica de de-Sitter y son las
mismas que ya existen en la literatura [34]. Asi, el sistema coordenado que hemos
encontrado reproduce las coordenadas de Kruskal para la métrica de Schwarzschild
y de-Sitter. Como préximo ejemplo, examinemos la métrica de Reissner-Nordstrom
en donde f(r) = 1 —r,/r + Q?/r*. La coordenada tipo tortoise para este caso fue

dada en (6.72). Por lo tanto, la funcion ® esta dada por

r +wdq r —4wds
O — Ae*er (— _ 1) (— _ 1> , (6.116)

Ty r_

endonde &, = r2271(M? —Q*) 1?2y 6y = r2271(M?* — Q*)~'/2. Notamos que 2(M? —
Q)2 =r, —r_,de maneraque §; = r2(r. —r_)y dy =r(r, —r_). Asi, eligiendo

el signo positivo en las exponenciales y A = 1 reescribimos & como

. wr2 (rp—r_)
S EE ;UT:(”T)- (6.117)
e

Al elegir w = —r*(r, —r_) obtenemos las coordenadas tipo Kruskal para la métrica

de Reissner-Nordstrom que se encuentran en la literatura [35]:

(_ B )(r+—7~)2
i ” senh (”T%t) (6.118)
+
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) (L B 1)(7'+—T)2
p=exp (T+ — T) = - cosh (%t) . (6.119)
. T

T+

El mismo procedimiento dirige a las coordenadas tipo Kruskal para otras métricas co-
mo Anti-de-Sitter, Schwarzschild-de-Sitter, y aquellas que satisfagan la forma (6.1).
A continuacién, veremos que una eleccion diferente de las multiples constantes que
aparecen a lo largo de la transformacién y diferentes soluciones a las ecuaciones
diferenciales dirigen a un sistema coordenado diferente. Al retomar la ecuacion di-
ferencial para © dada por (6.35) con af > 0, proponemos una solucion en la forma
O = cye™! y andlogamente para ¢ como ¢ = c,e™t. Una relacion entre las cons-
tantes es obtenida al introducir estas dos formas en la ecuacion original dO/dt = a&
COMo c3 = \/Wc4. Por otro lado, de la ecuacion para x dada por

_fae

X= B ar

y la relacién auxiliar a®? — 3y? = o, obtenemos la siguiente ecuacioén diferencial para
d:
fdd 1
L2 -\ ad? — 6.120
B dT \/B « 01, ( )
en donde no hemos considerado o; = 0 como se hizo anterioremente. Al resolver

esta ecuacion para @ el resultado es

& = /2 cosh(wr*), (6.121)
(0%

y analogamente para y como

X = \/%senh(wr*). (6.122)
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Asi, el sistema coordenado (p,T") esta dado por

T =, /%cgewt cosh(wr™) (6.123)
y
01 wt *
p =4/ —cze” senh(wr”). (6.124)
(8
Al introducir esta forma de p en (6.21) obtenemos el factor conforme Q? como
1 oBcie™!
G Tt A 12
02 7 (6.125)

Asi, hemos obtenido un sistema coordenado diferente al original de Kruskal-Szekeres,
pues en este caso las funciones exponenciales dependen del tiempo ¢ en lugar de
la posicion r, y analogamente para las funciones hiperbdlicas. Para llevar a cabo el

analisis de estas, elijamos c;y/01/a = 1y w = r;!. El sistema que resulta es

T = et/™ cosh (Z—) (6.126)

y *
p = ¢'/™ senh (T—) . (6.127)

s

Realizamos las siguientes manipulaciones de manera analoga al caso original de

Kruskal y al caso a3 < 0 como:

T? — p? = 2/ (6.128)
p = T'tanh <T—) . (6.129)
Ts

En el caso de Schwarzschild es necesario considerar la coordenada de tortoise como

r+rsln <1—L> r < rg
r* = "

(6.130)
r+rsln (i—l) r>r,
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—— t=constante

—_—
rs<r<o
r=1.27846r;
r=rs

e <l

ww =0

iz

Figura 6.15: Diagrama de Kruskal para la métrica de Schwarzschild construido con
las coordenadas (6.126) y (6.127). En este, cada hipérbola corresponde a un valor
constante del tiempo ¢ y cada linea recta es un valor de la coordenada radial r. De
manera analoga al sistema coordenado original de Kruskal dado en las ecuaciones
(4.14) y (4.15), se alcanza una extension maximalmente simétrica de la geometria
de Schwarzschild, pues en este han surgido cuatro regiones indicadas con numeros
romanos.

pues la extensibn maximal de Kruskal es apta para describir el interior y exterior
del agujero negro en cuestiéon. Asi, la ecuacion (6.128) proporciona una hipérbola
para cada valor del tiempo ¢, mientras que (6.129) provee una ecuacion de linea
recta para cada valor de la coordenada r. El resultado es un diagrama parecido a
(4.3) ilustrado en (6.15). En este tenemos cuatro regiones, dos exteriores al agujero
negro y dos interiores. Esta vez, el horizonte de eventos corresponde a una linea

dada por T'= —p, mientras que T' = +p pertenece a r — +oc.
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Conclusiones

En este trabajo se han explorado diversas transformaciones de coordenadas y
se han aplicado los resultados en métricas conocidas. En particular, se explora bajo
qué condiciones se puede obtener un sistema coordenado estatico para un modelo
cosmoldgico en expansion como el de Friedmann. El resultado es que métricas co-
mo de-Sitter, Anti-de-Sitter, Lanczos y Milne, las cuales son casos especiales de la
métrica mencionada, pueden ser llevadas hacia una forma estatica, con simetria es-
férica y con sus componentes satisfaciendo la relacion gyg11 = —1. Este desarrollo
fue indispensable porque posteriormente se analiza la transformacion ds?,, — ds,,

en donde
1

ds%l) = —f(r)dt* + 0

dr® + r?d6* + r* sen*(0)d¢?

dslyy = (T, p)(—dT? + dp®) + r*d6* + 1* sen®(0)d¢?,

la cual es, por ejemplo, valida para agujeros negros descritos por Schwarzschild con
y sin carga eléctrica y para modelos cosmolégicos como los mencionados. Para lle-
var a cabo esta transformacion se consideran secciones de angulos constantes, en
donde df = d¢ = 0. Esto es para que dsé) posea una forma conforme plana. En
el texto se argumentd que esta transformacion siempre puede llevarse a cabo por-

que toda métrica bidimensional es conforme plana. Los resultados obtenidos son

84
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diversos sistemas coordenados (p,T) y diferentes factores conformes Q%(p,T) en
términos de las coordenadas originales, cuyos analisis se llevan a cabo. Los siste-
mas obtenidos pueden agruparse en tres tipos diferentes: En el primero aparecen
funciones perioddicas en términos de ¢ y r, cuyo analisis dirige hacia un diagrama
compuesto plenamente de elipses en un plano (p, T'), en donde cada superficie elip-
tica es a t o r constantes (ver figuras 6.1,6.5). Asi, se logra una compactificacion del
espacio-tiempo original en una manera diferente a como lo hace la compactificacion
de Penrose-Carter, aunque no se logra una extension maximal como sucede como
las coordenadas de Kruskal. Hemos bautizado estos sistemas coordenados como
coordenadas pulsantes. En el segundo tipo de sistemas se obtienen unas coorde-
nadas de tipo tortoise, pues Q? = f(r) y la coordenada tipo tiempo se mantiene
como la original, aunque la coordenada tipo espacio sufre una transformacion del
tipo dr* = f~'dr. El tercer tipo son unas coordenadas que pueden colocarse en tér-
minos de funciones exponenciales o hiperbdlicas y cuya eleccion conveniente de
ciertas constantes que aparecen en el procedimiento dirigira a las coordenadas de
tipo Kruskal usuales para las métricas que este método se aplique, como Schwarzs-
child, de-Sitter y aquellas que satisfagan la forma (6.1). En este y en el primer caso
se pueden obtener sistemas coordenados que son novedosos y no se encuentran
en la literatura. La extensién de este método y su empleo para compactificar otras
métricas relevantes, asi como un estudio mas profundo de la naturaleza compac-
ta y simplificada de la métrica de Anti-de-Sitter en las coordenadas pulsantes y su

relacién con la correspondencia AdS/CFT es dejado como trabajo futuro [36].
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Divulgacion de Resultados y
Validacion Académica

Los resultados de esta tesis han dirigido a un articulo que se encuentra en arbi-
traje:

E. A. Ledn, J. A. Nieto, A. Sandoval-Rodriguez, and B. Martinez-Olivas, “Be-
yond schwarzschild: New pulsating coordinates for spherically symmetric metrics.,”
General Relativity and Gravitation, vol. preprint, doi:10.21203/rs.3.rs-2632064/v1.

Ademas, los mismos resultados seran presentados en el LXVI Congreso Nacional
de Fisica a llevarse a cabo el 12 de octubre de 2023, bajo el nombre de "Mas alla de
Schwarzschild: Nuevas coordenadas pulsantes para métricas con simetria esférica”,

con clave unica LXVI-006369.
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