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Resumen

En el presente trabajo se hace un estudio sobre soluciones exactas a las ecuaciones
de Einstein, en particular, de las métricas de Schwarzschild y de Sitter.

Partiendo de las métricas, se analiza el papel que tienen las transformaciones de
coordenadas en el estudio de la geometria del espacio tiempo. Finalmente, se obtie-
nen nuevos formalismos para las transformaciones que parten de un elemento de linea

estatico con la caracteristica de que ggog11 = —1.

Palabras Clave: Gravitacion, Kruskal-Szekeres, de Sitter, Schwarzschild.
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Introduccion

La relatividad general es la mejor descripcion de la gravedad que se tiene. Se consi-
dera que su estructura basica fue otorgada en noviembre de 1915 con las presentaciones
casi simultaneas de la teoria por parte de Albert Einstein y David Hilbert. Con el
tiempo, las implicaciones de la teoria fueron comprendidas de una mejor manera. En
particular, temas muy propios de la relatividad, como son agujeros negros, la evolucion
del universo, la existencia de las ondas gravitacionales, entre otras, en algin momento
fueron cuestionados o relegados como meras curiosidades sin realidad fisica.

La solucién de agujero negro mas simple fue obtenida por Schwarzschild, inmedia-
tamente después de que se diera a conocer la relatividad. Sin embargo, el papel de las
singularidades que aparecen en esta métrica no fue comprendido adecuadamente du-
rante mucho tiempo, de tal manera que durante décadas prevalecié la opinion de que
los agujeros negros no existian [1] y se buscaron maneras mateméaticas de evitar estas
singularidades [2].

Solo posteriormente, cuando aspectos observacionales motivaron a revalorar los tra-
bajos de Oppenheimer [3], y cuando vino lo que se conoce como la “época dorada de
los agujeros negros”, fue que fueron percibidos como una posibilidad real. De la misma
forma, la evolucién del universo a gran escala requirié trabajo en varios frentes, tanto
en observaciones astrondmicas como en la misma teoria.

Es util destacar un aspecto de la teoria de relatividad que estd intimamente re-
lacionado con todo lo mencionado: es una teoria covariante. Esto es, la forma de las
ecuaciones, en su forma mas simple, queda expresada en forma tensorial, y por lo tan-
to la hace valida independientemente de las coordenadas o del marco de referencia
que se esté usando. De hecho la generalizacién de la propiedad de covarianza, llamada
invariancia difeomorfica, ha motivado también intentos hacia una teoria cuantica de
gravedad.

El presente trabajo de tesis se centra en estudiar distintos aspectos relativos a trans-
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formaciones en soluciones analiticas de las ecuaciones de Einstein. En especial, para
describir dos tipos de espacio-tiempos que son fundamentales para entender otros mas
complejos tanto en agujeros negros como en cosmologia: Schwarzschild y de-Sitter. En el
proceso, estudiamos lo que sucede con otras soluciones que se les asemejan de distintas
formas, como son otros espacios estaticos, algunas soluciones cosmolégicas y algunas
que incluyen agujeros negros y horizontes cosmolégicos. Como veremos, distintas trans-
formaciones de soluciones analiticas pueden asociarse directamente a coordenadas bien
sea de representacion, asociadas a distintos tipos de observadores, a algunas especie de
compactificacion, o a una mezcla de ellas.

Los resultados principales de este trabajo resultan ser multipropésito. Por un lado,
una descripcién didactica del papel de las coordenadas utilizadas en soluciones analiticas
de relatividad general. Por otro, una formulaciéon general que permite estudiar distintos
tipos de espacios con las propiedades de un ansatz muy general que permite incluir
muchas métricas muy conocidas, asi como otras que tengan esa propiedad. Por ultimo,
la aplicacion directa de ese tipo de resultados a las soluciones de Schwarzschild y de de
Sitter.

La estructura del resto del presente trabajo de tesis es la siguiente:

= Capitulo 1, Fundamentos de Relatividad General. En el se presentara un
repaso breve sobre Relatividad, para poder comprender la importancia que ha te-
nido en la fisica de los tltimos cien anos. A su vez, se introduciran las herramientas
necesarias para leer el resto del trabajo, como son las propiedades de covariancia,

y de algunas soluciones analiticas explicitas a las ecuaciones de Einstein.

» Capitulo 2, Métrica de Schwarzschild. Se analizard a detalle la métrica de
Schwarzschild, poniendo en practica las transformaciones de coordenadas para
ampliar la comprension del espacio-tiempo. Los desarrollos aqui son los tipicos de
texto, lo que nos permitira hacer una conexién con las aportaciones que hacemos

desde otro punto de vista.

= Capitulo 3, Cosmologia. Se obtendran las soluciones tipo FLRW, es decir asu-
miendo al Universo como homogéneo e isotropico. Se pondra especial énfasis en
la solucién de de-Sitter, que aunque es de vacio dominante, captura propiedades

esenciales para un universo acelerado.

= Capitulo 4, Transformaciones generales de coordenadas. Se presentaran los
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resultados obtenidos de un analisis muy general acerca de transformaciones de
coordenadas. En lugar de un ansatz especifico, se asume una forma muy general,
y a partir de ahi se haran distintas restricciones que pueden llevar a distintas
soluciones sea de espacio plano, de tipo agujero negro, cosmolégicas, o a una
mezcla de estas dos ultimas. Los analisis realizados en este trabajo, al igual que
su comparacion con resultados obtenidos por otras colaboraciones. Ademads, se
muestran resultados preliminares considerando la evoluciéon hidrodinamica del

sistema y la justificacién para desarrollar tal andlisis en el futuro.

= Capitulo 5, Conclusiones y comentarios finales. Se presentaran las conclusio-
nes de los analisis y resultados obtenidos en el presente trabajo, asi como posibles

aplicaciones y trabajo a futuro relacionado con el estudio aqui realizado.



Capitulo 1

Fundamentos de Relatividad

General

1.1. Fundamentos de la Relatividad

La fisica debe ser la misma para todos los observadores. Este enunciado, tan evi-
dente a simple vista, nos lleva a buscar formulaciones matematicas que nos permitan
transformar los fenémenos fisicos entre los distintos observadores.

En fisica clasica, es suficiente con utilizar vectores y sus leyes de transformacion
basadas en la adiciéon (para la traslaciéon) y multiplicacion (para la rotacion). Ya que
para marcos de referencia inerciales, las leyes de relatividad galileana consisten en ope-
raciones simples, tal como la suma de velocidades.

Sin embargo en 1905, durante su Annus mirabilis, Albert Einstein sacudio los cimien-
tos de la mecanica newtoniana, al obtener una conclusién un tanto contra-intuitiva...
el tiempo es relativo. Esto lo hizo considerando un postulado més al ya mencionado; la
velocidad de la luz en el vacio es invariante, para todo marco de referencia, se observa
que es constante (con valor c¢).

Realmente no fue una idea sin antecedentes, ya habia indicios, como la no-invariancia
de las ecuaciones de Maxwell, o el fallo del Experimento de Michelson y Morley en la
busqueda del éter. Incluso ya habia marcos teéricos incorporando las ideas de tiempo
local, trabajos como los de Woldemar Voigt, Lorentz y Poincaré [4].

Sin embargo, fue Einstein quien formulé una teoria nueva, con predicciones acer-
tadas, la llamada Teoria de Relatividad Fspecial. Lo “especial” hace referencia a que

solo toma en cuenta espacios planos, no generales. Hasta ese momento, los fisicos solo

4
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se preocupaban por transformaciones espaciales, considerando que existia un tiempo
universal que corria al mismo ritmo para todo observador, sin importar su ubicacién o
velocidad.

Pero, ; Cémo se formularon estas ideas de tiempo relativo, qué cambios tiene respecto
a las transformaciones clasicas? Hendrick Lorentz ya habia trabajado en un marco
tedrico que permitiria este tipo de relatividad, obteniendo las llamadas transformaciones
de Lorentz, estas se basan en el factor de Lorentz v y la velocidad relativa 8 que se

definen como,
—_— 1 .
/y - /1 — 527

donde v es la velocidad de un sistema respecto al otro, y ¢ es la velocidad de la luz.

(%

En este factor, ya podemos ver la limitacion caracteristica que impone la relatividad,
v < ¢ (para mantenernos en numeros reales), es decir, la velocidad de la luz en el
vacio es el limite al que se puede mover algo. Esto tiene la consecuencia de evitar
fendmenos instantaneos, pues nada puede transmitirse a mayor velocidad que ¢, esto
incluye cualquier tipo de informacién. Esta conclusiéon, contradice directamente la teoria
de Gravitacion Universal de Newton, en la cual se establecia que nos cambios de masa
de un cuerpo provocarian efectos instantaneos en todos los demas, mediante la fuerza

de gravedad.

Las transformaciones lorentzianas pueden escribirse de forma matricial,

ct’ v =By 0 0Of |ct
! — 00
) |=Pr T (12)
! 0 0 10
Z 0 0 01
o escrito de forma mas compacta con notacién tensorial,
v =By 00
/ / — 00
o = B, ge— |7 7 (1.3)
0 0 10
0 0 01

Este conjunto de transformaciones reciben el nombre de boost de Lorentz. Es impor-
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tante observar que en estas expresiones, la coordenada temporal es eso, una coordenada
mas. Es decir, la relatividad de Einstein despoja al tiempo de su caracter absoluto, y

nos permite trabajar con el llamado espacio-tiempo, .

1.2. Ecuaciones de Campo de Einstein

En 1915, diez afios después del mencionado ano milagroso de Einstein y el cambio de
paradigma sobre el espacio-tiempo, vino una segunda ola en la revolucion de la fisica.
En este afio el mismo Einstein publicé sus ecuaciones de campo [5], lo que le llevd
formular de la Teoria de Relatividad General en 1916 [6].

. Qué fue lo revolucionario de su avance? Con la relatividad especial habia desarro-
llado una nueva cinematica. Sin embargo, se dio cuenta de que la teoria de gravitacion
de Newton era incompatible con esta nueva cinemadtica, por lo que era necesario re-
plantearse el problema de la gravedad. Asi, lo que hizo fue desafiar las concepciones
basicas de la fisica al describir la gravedad no como una fuerza, sino como un efecto de

la curvatura del propio espacio-tiempo. Con su ecuacién,

1 87
R‘wj - §guyR + Ag#y = 7Tuy, (].4.)

vemos una clara relaciéon entre elementos completamente geométricos por la izquierda
(métrica y curvatura) con el tensor energia-momento. Esto diferencia a la gravedad del
resto de las fuerzas fundamentales de la naturaleza.

Esto fue solo el inicio, tenemos las ecuaciones, lo siguiente es obtener las solucio-
nes. El primero en obtener una soluciéon exacta no trivial fue Karl Schwarzschild en
1916 (apenas unos meses después de la publicacién de Einstein) [7]. Esta solucién llegd
por sorpresa a un panorama escéptico, debido a que predecia, entre otras cosas, obje-
tos extranos que eventualmente se denominarian Agujeros Negros, que no habian sido
observados.

Pese a ser la primer soluciéon obtenida, la métrica de Schwarzschild sigue teniendo
gran relevancia en el campo de la gravitacion, debido a que su estudio y comprension
permite estudiar soluciones mas complejas a las ecuaciones de Einstein.

Poco tiempo después (1917) Willem de Sitter obtendria su propia solucién [8], esta
vez obteniendo un modelo cosmoldgico de un Universo en expansion acelerada, el cual

mantiene relevancia como un limite al cual puede tender nuestro propio universo.
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1.3. Soluciones a las ecuaciones de Campo de Eins-
tein

Resolver las ecuaciones de Einstein (1.4) no es asunto trivial. Recordemos que es
una expresion tensorial en un espacio de 4 dimensiones, por lo que son 16 ecuaciones.
Debido a consideraciones de simetria (en g,,, R, y 1)), podemos reducirlas a 10. Esto
nos deja un sistema de 10 ecuaciones diferenciales acopladas, cuadraticas en g,,,.

Por todo esto es complicado obtener soluciones exactas no triviales a las ecuaciones
de Einstein, sin embargo, es posible imponer ciertas conticiones al sistema. Especifica-
mente, se puede asumir alguna forma en que las componentes de la métrica dependan
de las coordenadas, asi como alguna prescripcion realista para el tensor de energia-
momento.

Si bien esto ultimo es importante para analizar la posibilidad de alguna realizacion
fisica de la métrica obtenida como solucion final, los aspectos geométricos de repre-
sentacion de la métrica estan mas asociados usualmente con la parte izquierda de las
ecuaciones de Einstein.

Ademas, estas mismas ecuaciones determinan una retroalimentacion, en el sentido de
que conociendo la solucién métrica podemos determinar el tensor de energia-momento
que induce dicha geometria.

Todo lo anterior justifica que este trabajo se centre en soluciones exactas, y de
manera particular, en métricas que poseen simetria esférica. Le daremos énfasis a un
par de las soluciones que cumplen estas caracteristicas. Estas son las soluciones de
Schwarzschild y de Sitter.

1.3.1. Solucion de Schwarzschild

Esta métrica, obtenida en 1916 por Karl Schwarzschild [7], describe un universo
estatico, vacio y con simetria esférica. Desglosemos esta descripcién. Es un universo
estatico, i.e., no evoluciona con el tiempo, lo cual era lo esperado a principios del
siglo XX cuando se obtuvo esta soluciéon. Sin embargo, ahora poseemos gran evidencia
experimental que indica un universo dinamico, que no solo se expande, sino que lo hace
aceleradamente.

Esto no hace que esta métrica sea inutil, puesto que no se utiliza como modelo

cosmoldgico, salvo una teorfa muy particular (para mas informacién ver el apéndice
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(B)), sino para describir fen6menos particulares. Ademads de ser estética, tiene simetria
esférica, por lo que es razonable usar esto de ansatz para obtener soluciones de campo
gravitatorio. Esta solucion es una aproximacion excelente para describir la gravedad de
cuerpos con simetria esférica, es decir, planetas, estrellas, galaxias lo suficientemente
bien distribuidas y, en un caso extremo, agujeros negros.

Ahora bien, también implica universo vacio, jcémo podriamos describir fenémenos
gravitatorios si no hay nada sobre lo cual trabajar? Esta confusion viene de llamar a
la métrica de Schwarzschild como “solucién en el vacio”, cuando en realidad es una
“solucién exterior”, esto quiere decir que es una solucién fuera de un cuerpo, entonces
tenemos un universo vacio, a excepcion de la fuente del campo. Para describir el com-
portamiento de otro cuerpo en este universo, usamos particulas de prueba, las cuales
se definen como objetos con caracteristicas fisicas despreciables, de tal forma que no
alteran el campo sobre el que se mueven.

Con estas aclaraciones, conviene ver explicitamente esta soluciéon, que en las coor-

denadas de Schwarzschild tiene la forma

2G M 2GMN\ !
ds® = — (1 — G ) Adt? + (1 — G > dr® + r?dQ?, (1.5)

c2r c3r

donde G es la constante de gravitacion universal de Newton, M la masa de la fuente
(del campo gravitacional) y ¢ la velocidad en el vacio. Durante este trabajo se tomaran
las unidades tales que ¢ = 1, aunque se escribira textualmente en ciertos casos cuando
sea conveniente.

Esta solucion cobra especial relevancia debido al llamado Teorema de Birkhoff, que
establece que toda solucién a las ecuaciones de Einstein en el vacio debe ser estatica
y asintéticamente plana. O en otras palabras, establece la unicidad de Schwarzschild
para soluciones exteriores en universos vacios.

Vale la pena remarcar el porqué se especifica que la expresién (1.5) estd en coor-
denadas de Schwarzschild. Esto se debe a que una misma solucién a las ecuaciones de
Einstein se puede expresar en distintas coordenadas, de la misma manera que podemos
trabajar en un plano cartesiano usando coordenadas polares o coordenadas rectangu-
lares. Esto podra parecer de poca importancia, pero cobra relevancia cuando queremos
estudiar a mayor profundidad ciertos aspectos geométricos de las métricas, que se re-
velan mediante el cambio de coordenadas a un sistema adecuado.

Analizando la forma de escribir esta solucién debemos fijarnos en el término 72dQ?,

que es una forma compacta para los términos angulares que en su forma completa se
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ven asi: r2d6? + r?sen?0dg?*.

Ambas formas de expresarlo son correctas, y podria argumentarse que es mejor
escribir el término “completo”; sin embargo, en este trabajo se preferird la notacién
compacta debido a que nos indica explicitamente que hay simetria esférica.

Otro aspecto importante aqui es que tenemos cocientes, de forma que si r = 0 o si
r = 2GM (recordemos que ¢ = 1) las componentes gop ¥ g11 divergen respectivamente.
Estas divergencias son un indicio de que hay una singularidad en esas regiones, sin
embargo, veremos que la naturaleza de ambas es distinta.

La region caracterizada por r = 2GM tiene muchos nombres. Se le suele llamar
horizonte de eventos, horizonte de Schwarzschild, superficie de Schwarzschild, radio de
Schwarzschild, esfera de Schwarzschild e incluso se le llegd a conocer como singulari-
dad de Schwarzschild, nombre caido en desuso debido a que es incorrecto. A pesar de
aparentar ser singular (se le llama singular a un punto cuando su curvatura va a infi-
nito) esto es efecto completamente de las coordenadas que se utilizan para escribir la
solucién, como veremos mas adelante.

En cambio, la zona con r = 0 describe una singularidad real, ya que no hay cambio
de coordenadas posible que nos quite el problema de la divergencia de componentes del

tensor métrico.

Propiedades

Analizando la métrica (1.5), podemos observar ciertas caracteristicas que permiten

entender mejor esta solucion. Estas propiedades son:

» Asintéticamente plano: Se reduce a la solucion de Minkowski (espacio plano)

cuando r tiende a infinito, puesto que (1 —2GM/r) — 1.

» Simetria esférica: Esto se ve claro con el elemento 72d2%. Con esto presente, es
comun utilizar en los célculos el hecho de que una particula de prueba cayendo (u
orbitando) se mantendrd en un plano, y si tomamos el plano ecuatorial, § = 7/2,
entonces podemos simplificar algunas expresiones, puesto que senf =1y df = 0.

Esto nos deja (1.5) como

2GM 2GMN !
ds* = — (1 — ) dt* + (1 — ) dr® + r*de? (1.6)
T

r
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s Circunferencia: Con r y t constantes, obtenemos superficies de esferas con radio
r. Estas secciones son cascarones esféricos con radio r, pero hay una sutileza. No
es que haya una esfera con radio 7, solo la superficie de esta. Una forma més clara

de decirlo es que la circunferencia del cascarén esférico estd dado por

/rd¢ = 27r (1.7)

o que el 4rea del cascarén es 47r?. Este detalle es importante, pues r resulta ser
una cantidad geométrica, no es la distancia desde el centro, como sucede cuando
usamos coordenadas esféricas en espacio plano, sino que es un radio referido a las

dimensiones del cascarén esférico correspondiente.

Esto no debe sorprender en demasia puesto que recordemos que en r = 0 la
curvatura diverge, lo que afecta en las mediciones de distancia. Sin embargo,
es importante aclararlo porque nos senala algo fundamental, las coordenadas en
Relatividad General son etiquetas, cobran sentido fisico al analizarlas, pero no se

debe dar por sentado qué representan.

= Corrimiento al rojo gravitacional: Si consideramos un observador quieto en

un cascaron (es decir, tomamos dr = d¢ = 0) vemos que ((1.6)) nos deja con

2GM
dr = \/|ds?| = /1 — Cjﬁ dt < dt, (1.8)

entonces, hay dilatacién temporal. El tiempo para el observador en el cascarén

pasa mas lento que el de un observador lejano, por lo tanto, la frecuencia de un
rayo de luz serd mayor para un observador lejano que para uno en el cascaron.

Esto es, se tiene corrimiento al rojo gravitacional.

» Curvatura: De la misma forma, si medimos la distancia entre dos observadores

que se encuentran en “cascarones cercanos” (dt = d¢ = 0) veremos que

d
ds = ——=—— > dr, (1.9)
1 — 2GM

lo que indica que la distancia medida radialmente se va haciendo mayor al acer-
carse (por afuera) horizonte de eventos en r = 2GM. Esto es una manifestacién

de la curvatura.
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Horizonte de eventos

Como hemos comentado previamente, una caracteristica importante de la solucion
de Schwarzschild es su horizonte de eventos, ya que esta es una region en la que divergen
elementos de la métrica, por lo que parecen ser una singularidad.

Para averiguar qué sucede en esta region, podemos analizar la estructura causal, la
cual se define mediante los conos de luz.

Entonces, consideramos curvas radiales nulas, es decir, consideramos angulos cons-

tantes (dQ = 0) y ds* = 0, por lo que de (1.5) tenemos que:

2G M 2G M\ !
ds? = — (1—G) dt® + (1—G> dr? =0, (1.10)
r r
de donde observamos la relacién

dt _ 4 (1 - QGM)_I. (1.11)

ar ;

Lo que describe esta ecuacion, es la pendiente de los conos de luz en un diagrama
espacio-tiempo.

Los conos de luz nos sirven para estudiar la estructura causal, debido a que nada
puede viajar mas rapido que la luz, por lo tanto, todo lo que pueda influir causalmente
en una particula, debe estar dentro de su cono de luz.

Esto quiere decir que para que un evento haya tenido influencia sobre una particula,
este debe encontrarse en su cono de luz pasado.

Vemos que en el caso de Schwarzschild obtenemos una pendiente dependiente de 7.
Si nos encontramos lejos de la fuente de campo gravitacional (r grande), tenemos una
pendiente de +1, que es lo esperado para un espacio plano.

Sin embargo, conforme nos acercamos a r = 2G'M , tenemos que dt/dr — +o00, lo que
implica que los conos de luz comienzan “cerrarse”. Podemos ver este comportamiento
en la grafica 1.1.

Esto es, un rayo de luz que se aproxime a r = 2GM parece nunca llegar, al menos
visto por observador de Schwarzschild, y de hecho aparenta congelarse justo antes de
cruzar. De este comportamiento se toma el nombre de Fstrella congelada con el que se
denotaba a los agujeros negros previamente.

El hecho de que en estas coordenadas nunca se pueda observar una particula cruzar

el horizonte de eventos es lo que define a esta region. Sin embargo esto no indica que
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Figura 1.1: Conos de luz en las coordenadas de Schwarzschild. Conforme nos acercamos
r = 2G'M estos se cierran.

la particula nunca logre cruzar.

Para analizar si una particula es capaz de cruzar esta region, debemos trabajar con
coordenadas que se comporten mejor en esta region. En el siguiente capitulo analiza-
remos la causalidad de la geometria de Schwarzschild a detalle, para determinar si es

posible cruzar el horizonte de eventos.

1.3.2. Solucion de de Sitter

Otra de las primeras soluciones encontradas a las ecuaciones de Einstein, fue obte-
nida en 1917 por Willem de Sitter, y describe un universo sin materia, con curvatura

constante positiva y dominado por la constante cosmologica A.

A diferencia del Universo de Einstein, formulado apenas un ano antes, la solucién de
De Sitter es una soluciéon cosmolégica dinamica, i.e., describe un universo que cambia
en el tiempo.

De Sitter describe un universo que se expande con el tiempo lo que supuso un
adelanto de 12 anos a las observaciones de Hubble, cuando finalmente se midi6 este

efecto (ahora llamado Ley de Hubble-Lemaitre).
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Esta soluciéon puede verse como una superficie cuadri-dimensional
—(20)2 + (21)? + (22)* + (23) + (24)* = 7, (1.12)

en un espacio plano de 5 dimensiones

ds® = —(dzo)® + (dr1)? + (dw2)? + (dx3)* + (dxs)?, (1.13)

donde, con las transformaciones adecuadas [9], llegamos a la forma
ds? = —dt* + eI (dr? 4 r2dQ?). (1.14)

Donde A es una constante positiva. Estudiemos la ecuacién (1.14) para ver algunas

caracteristicas de esta métrica.

Propiedades

» Plano a tiempos constantes. Si analizamos rebanadas espaciales (fijamos dt =
0, como tomar una fotografia en un instante dado) nos encontramos con geometria

plana, pues de (1.14):

ds? = eI (dr? 4 1240, (1.15)

que no es mas que Minkowski reescalado por el factor e(*/3)t,

= Universo en expansion. Si tomamos dos tiempos distintos t; < t9, veremos que
la escala en ambos serd diferente, y dado que e'' < €2, tendremos que el universo

se ha expandido. Por esto llamamos factor de escala a la exponencial e2(A/3)¢,

» Simetria esférica. Como es usual, si tenemos el término r2d2? tenemos esta

cualidad geométrica.

Una métrica relacionada a esta es la métrica de anti de Sitter, que describe un
espacio-tiempo dominado por la constante cosmoldgica, pero este presenta curvatura

constante negativa.
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1.4. Transformaciones de coordenadas

Los sistemas de coordenadas en Relatividad General son un tema a tratar de for-
ma delicada, puesto que su interpretacion no siempre resulta inmediata, y su correcto
manejo nos puede desvelar propiedades geométricas importantes de la soluciéon a las
ecuaciones de Einstein que estemos tratando. Un ejemplo directo de lo anterior sucede
con los vectores de Killing. Cuando las componentes de la métrica son invariantes res-
pecto al cambio en alguna de las coordenadas, tenemos una isometria explicita. Esto
es, si ° es la coordenada de la que no depende explicitamente la métrica, entonces
Ox+gap = 0 en general. Se puede demostrar que la componente de cuadrimomento (con
indice abajo) en esa direccién py+ es constante [10]. Esto permite, ademds de ver ex-
plicitamente una simetria del sistema, simplificar las ecuaciones resultantes. Un primer
ejemplo simple proviene de la métrica invariante de Minkowski, la solucion trivial a las
ecuaciones de Einstein, lo anterior resulta en vectores de Killing asociados a las tres
dimensiones espaciales, asi como uno a cambios en el tiempo. En cambio, cuando se
tienen coordenadas esféricas, se desvelan otros tres vectores de Killing asociados a la

conservacion de momento angular.

De manera similar, en coordenadas de Schwarzschild, se pueden ver directamente
dos vectores de Killing asociados a la independencia de la métrica respecto al tiempo ¢
y respecto a la coordenada ¢, lo cudl a la vez induce a inferir otros dos vectores de Ki-
lling. Estos cuatro vectores de Killing se asocian a conservacion de la energia y momento
angular, lo que simplifica muchos céalculos y ayuda a profundizar en las propiedades de
dicho espacio-tiempo. Por ultimo, las métricas de de Sitter y anti de Sitter mencionadas
antes, en su representacion extradimensional muestran explicitamente contener el nu-
mero maximo de vectores de Killing, que para dimensién n son n(n+1)/2, mientras que
en la reduccién dimensional que asociamos con modelos FLRW, resultan explicitamente
menos. En todo esto, distintas formas de representar la métrica nos lleva a identificar

de manera mas o menos indirecta las mencionadas simetrias, via vectores de Killing.

Hay distintas clasificaciones de coordenadas, las hay utiles en parches especificos
del espacio-tiempo, que permiten un analisis detallado de alguna situacion en concreto,
como cuando las vinculamos a un tipo de observador. Ejemplos de estos pueden ser las
coordenadas cercanas al horizonte, o aquellas coordenadas que podemos vincular di-
rectamente a observadores particulares, como lo son las de Gullstrand—Painlevé, ambos

ejemplos para la solucién de Schwarzschild [11].
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Otras clases de coordenadas son apropiadas para visualizar la geometria del espacio,
en diagramas de sumergimiento (curvatura)[12], diagramas de Kruskal (extensién de las
solucién)[13-15] o diagramas de Penrose (representacién compacta de todo el espacio-
tiempo) [16].

Y otra clase permite ver la continuidad del espacio, como las coordenadas de Le-
maitre, entre otras, lo hace para Schwarzschild. Esta no es una division categorica ni
extensiva de todo tipo de coordenadas, pues algunas por sus propiedades pueden per-
tenecer a mas de una categoria, pero nos permite expresar la variada utilidad de las
coordenadas en la Relatividad General.

Hemos presentado dos soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein, ambas con
la caracteristica de tener simetria esférica. En este trabajo se estudiaran a fondo ambas
soluciones mediante distintas transformaciones de coordenadas, que permitan mejorar

la comprension de estas métricas.



Capitulo 2

Métrica de Schwarzschild

2.1. Introduccién

En el capitulo anterior se trataron los aspectos principales de esta solucion, anali-

zando exclusivamente su formulacién

2GM 2GMN !
ds2:_(1— G )dt2+<1— G ) dr® 4 r2d02, (2.1)
T T

donde hemos tomado que ¢ = 1.

Ahora veremos como podemos ampliar la comprension de estos espacios a partir de
cambios de coordenadas. Para ello, comencemos con un ejemplo ilustrativo, analizando

el caso limite r — rg = 2G M.

2.1.1. Coordenadas de Rindler

Comenzamos el estudio a partir de cambio de coordenadas, con las coordenadas de
Rindler (también llamada cercanas al horizonte). Estas toman su nombre debido a la
semejanza que tienen con la soluciéon de Rindler, la cual representa a un observador en
un espacio de Minkowski con aceleraciéon constante.

Para obtener estas coordenadas, comenzamos cambiando la coordenada r, por p,
que mide la distancia propia desde el horizonte (rg). Recordemos, en espacio curvo la
distancia propia [ entre dos eventos a lo largo de una trayectoria se obtiene a partir de

la métrica g,, con la expresion

16
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g:/ N 2.2
tray gu v v ( )

asi pues, p medird en la trayectoria radial (con solo la componente radial g, # 0) desde

el horizonte rg = 2GM hasta r, entonces:

p=/ Grr(r')dr”,
rs

r —1/2
= / (1 - Tf) dr'.
rs T

realizando la integracion llegamos a la solucion,

p=Vr2—=2GMr + 2GMarcsenh ( A 1) , (2.4)

rs

y directamente en términos de p, la métrica (2.1) toma la forma

d52=—<1—r'5> At + dp? + r2(p)dO2, 2.5
) p (p) (2.5)

donde 7 es una funcién de p.

Con este elemento de linea, nos acercamos al horizonte, i.e, r — rg. Por lo que p se

aproxima a

p 2\ /rs(r—rg), (2.6)

de donde despejamos y sustituimos en (2.4) para obtener
p\2
ds? ~ — () di2dp® + r*(p)d?. (2.7)
27”5

Ademas, si nos limitamos a una pequena regién angular, centrada arbitrariamente

en # = 0, podemos reemplazar las coordenadas angulares por coordenadas cartesianas

r = rgfcos,
sbeosp (2.8)
y = rgfsena,

e introducimos el tiempo adimensional w
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_ 2.9
“ 27’5 ( )

que al sustituir en (2.7) nos da la métrica de la forma
ds* = —p*dw?® + dp® + da* + dy*. (2.10)

Es decir, la métrica toma la forma de la solucién de Rindler, la cual representa
un marco de referencia sometido a una aceleracion constante en un espacio-tiempo
plano. De esta comparacion, podemos ver que p y w son la variable angular y el angulo

hiperbdlico en el espacio de Minkowski ordinario [17].

Las coordenadas de Minkowski se pueden definir por

T = psenhw,
(2.11)
Z = pcoshw,
lo que dejaria la métrica de Minkoswki en la forma comtn,
ds* = —dT? + dZ* + dX* + dY*. (2.12)

Esto es, mediante una transformacion de coordenadas y aproximaciones propias de
un analisis a la regién cercana al horizonte de eventos, hemos obtenido una forma de la
ecuacion de Schwarzschild plana. Aunque no debemos olvidar que esta forma se obtuvo
mediante aproximaciones, por lo que solo serd adecuada para describir la zona cerca a
r = rg y para una region angular pequena.

Asi pues, hemos obtenido una expresion de la métrica que no solo demuestra que el

horizonte de eventos no representa una singularidad, sino que esta regiéon serd localmente

indistinguible del espacio plano, para agujeros negros grandes.

Es decir, un observador A puede cruzar el horizonte de eventos de un agujero negro
supermasivo y ni siquiera sentir este cambio. Un observador lejano B vera cosas raras,
como que el observador A se congela en las inmediaciones del horizonte de eventos (tal
como hemos descrito en el capitulo anterior), sin embargo, en su marco de referencia el

observador A puede no notar nada especial al cruzar esta zona.

Andlisis como este descrito ilustran la utilidad de las transformaciones de coorde-

nadas para analizar casos limites.
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2.2. Transformaciones conformes

Un tipo especial de transformacién de coordenadas, son las llamadas conformes;
En esencia, consisten en un cambio de escala, y como las distancias se miden con la
métrica, estas transformaciones se implementan multiplicando el tensor métrico por un

factor conforme w?, que depende de las coordenadas mismas,

g,uu - W2<x>g,uu7 (213)
o equivalentemente,

ds” = w?(z)ds?, (2.14)
para alguna funcién w(x) no nula (Aqui = denota las coordenadas x*). Nétese que la
transformacién conforme inversa es trivial: g,, = w2,

Una caracteristica importante de las transformaciones conformes es que las curvas
nulas son invariantes ante estas transformaciones, lo a su vez nos indica que los conos
de luz seran invariantes, manteniendo la causalidad entre transformaciones.

Este tipo de transformaciones tiene varias aplicaciones en Relatividad General; la
mas pertinente para este trabajo serd la de permitirnos analizar de forma global un
espacio, o compactificarlo en diagramas de Penrose.

Asi pues, existe la propiedad en las métricas de ser conforme plano, lo que implica

que pueden ser escritas de la forma

G = g, (2.15)

bajo alguna transformacion de coordenadas adecuada. Aqui €2 es el factor conforme, y
Nap corresponde a la métrica plana (Minkowski).

Demostramos en el apéndice (A) que toda métrica bidimensional es conforme plana,
lo que no excluye cortes de las secciones radial y temporal en las métricas que estamos
tratando. Es decir, siempre que consideremos angulos constantes, es posible escribir las
métricas de Schwarzschild y de De Sitter en forma conforme.

Dentro de las transformaciones conformes hay un gran ntiimero que son relevantes.

Algunas de las que son conforme planas en las coordenadas radial y temporal son:

= Tortoise: Consiste en transformar la coordenada radial para que sea conforme

con la temporal, llevandose a la forma
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ds? = (1 - ”) (—dt + dr*), (2.16)

r

donde r* es la llamada coordenada de Tortoise. Su utilidad se hace evidente al
aproximarse al horizonte de eventos, pues muestra claramente que no es una

singularidad.

» Kruskal-Szekeres:(1960) La solucién maximamente extendida, representa

2 _ 32G° M? o T/2GM
T

ds (—dT? + dR?) + r*d)? (2.17)

Veamos un ejemplo de transformacién conforme, a manera de introduccion a ellas.

2.2.1. Coordenadas isotrépicas

La métrica de Schwarzschild puede ser expresada en coordenadas isotropicas, las
cuales son conforme planas en hipersuperficies con tiempo constante. Es decir, pasamos

de la expresiéon (2.1) a nuestro ansatz para la transformacién, que es:

ds? = —A(p)*dT* + B(p)*(dp* + p*dQ?), (2.18)
aplicamos las reglas para transformar el tensor métrico,

oxH 0z”

= g 2.19
»)/ B aya ayﬁgﬂ ( )

donde consideramos (2.1) como g,, en coordenadas z* que son (¢,7,6,¢), y queremos
llegar a la nueva expresién de la métrica 7,4 en coordenadas (7 p, 0, ¢). Esta es una
ecuacion tensorial, y como la métrica posee 16 elementos, en realidad tenemos 16 ecua-
ciones.

Sin embargo, podemos reducir los calculos tomando en cuenta las simetrias del
ansatz y de la métrica en coordenadas de Schwarzschild.

Trabajamos con una métrica, entonces se exige simetria en el cambio de indices,
es decir, que su representaciéon matricial sea simétrica, lo que reduce sus componentes
independientes a 10 (cuatro diagonales y seis del tridngulo superior). Ademas, en (2.18)
observamos que se mantiene la simetria esférica, asi como los dangulos 6 y ¢, de forma
2 _ 2

que se exige que B?p , ¥ nos permite reducir nuestras ecuaciones a solo tres, las
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que transforman las coordenadas (t,r) — (7}, p)

Asi, de (2.19) obtenemos las ecuaciones

ot\’ or\>
Yoo = <8T> Joo + (J) gi1, (2.20)
ot\’ or\”
Y1 = <8p> oo + <3;) g11, (2.21)
ot ot or or
Yo1 = <8T> (8 )900 + <(9T> (8 >911, (2.22)

desarrollando las ecuaciones, y sustituyendo (1.5), (2.18) y pasando a la notacién del

punto y el primado para las parciales respecto a p y T,

A= (—f)+ 2 (2.23)
B =t"(—f) +1f 7, (2.24)
0=1H(—f)+i'f, (2.25)

donde f =1 —2GM/r. Ahora, recordamos que 7 = Bp, de forma que 7 = 0. Sustitu-

yendo obtenemos

—A = —fi* (2.26)
t? = f2r"* — B*f), (2.27)
ftt' =0, (2.28)

entonces, t # 0, esto implica que t' = 0. Asi,

' =B/, (2.29)

sustituimos el valor de f, lo que nos lleva a la ecuacion

dr

2Gm’
1 r

Bdp = (2.30)

que integramos para resolver,



Capitulo 2. Métrica de Schwarzschild 22

Tras los calculos pertinentes, llegamos a que la nueva coordenada es

r— M % \/(r— M)? — M2

= 2.31
p 5 , (2.31)
lo que nos lleva a reescribir el elemento de linea como:
2
1-4 M\*
ds® = — [ —20) dt® + (14— | (dp? + p*dQ?), (2.32)

donde vemos que, a pesar de tener cocientes, los divisores son sumas, lo que hace que
el horizonte de eventos deje de verse como una singularidad. Sin embargo, p = 0 se

mantiene como una singularidad real.

2.3. Extendiendo el espacio

Un cambio de coordenadas no necesita justificarse, es suficiente con indicar las trans-
formaciones y realizarlas. Sin embargo, es 1til ver el razonamiento detras de la transfor-
macion elegida, ya que esto nos permite plantearnos modificaciones que puedan traer
consecuencias relevantes.

En este capitulo obtendremos las llamadas coordenadas de Kruskal-Szekeres, las
cuales son ttiles para visualizar la geometria global de la solucién de Schwarzschild,
y presenta un caso de extensiéon del espacio-tiempo, como veremos a continuacion.
El camino tradicional para obtener la métrica de Schwarzschild en estas coordenadas
consiste en considerar solo el aspecto radial (pues la simetria esférica debe conservarse),
y hacer una transformacién conforme para las coordenadas.

En este trabajo seguimos y ampliamos formalismo desarrollado en un articulo del
2019 [18].

2.3.1. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

Partimos del elemento de linea en coordenadas de Schwarzschild

2GM

c2r

—1
== (=250 e (12 i,

cr

donde c es la velocidad de la luz en el vacio, G la constante de gravitaciéon universal
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de Newton y M la masa de la fuente del campo gravitacional.

Por simplicidad de los calculos, tomaremos ¢ = 1, y se tomaran trayectorias radiales
nulas, de forma que nos centramos en los primeros dos términos y dejamos intacto el
dQ? = db? + sen?0d¢?, asegurando asi la simetria esférica. Ademés, definimos rg =

2G M, de forma que trabajamos con

—1
ds* = — (1 _ TS) dt> + (1 _ 7‘5) dr, (2.34)

r T

primero, pasamos a escribirlo de forma conforme,

ds? = (1 _ r:) [—di® + dr*?), (2.35)
donde dr* debe cumplir
Adr
dr* = ——— 2.
r ) (2.36)

con A = 1. Ahora integramos para obtener r*,

=\ (r +rglog [77 (:S — 1)} + C‘) , (2.37)

donde n 4+ 1 nos indica si estamos trabajando en el interior o exterior del horizonte
de eventos. Por conveniencia, reescribimos la constante de integracién de forma que

tenemos

r* = A\r+ Arglog [n (r - 1)} + Arglog €2, (2.38)
s

donde € = 1. Estamos anadiendo un cero con unidades adecuadas. Ahora, si manipu-

lamos un poco este término,

Ar* 1 1
L:L—i——log {77 (T—lﬂ +§10g62,

QTS 2TS 2 s
Ar* _r_ r 1/2
- eelz-y)”
rs
r Ar*

— —l=nefese s,
rs

obtenemos
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1— 7’75 = 7752 <TS> e%e_%7 (239)
r r
asi pues, podemos escribir el elemento de linea en (2.35) como
ds* = {7762 <TS> eMTST] [—dt? + dr*?]. (2.40)
r
Ahora, hacemos una transformacién a coordenadas nulas u y v, dadas por
u=t+r",
(2.41)
v=1t—r",
y vemos que
dudv = (dt + dr*)(dt — dr™), (2.42)
lo que nos lleva a reescribir (2.40) cémo
o Au—v)
ds* = — [7]62 (TS) e TS] e s dudv, (2.43)
r
y cambiamos de nuevo las coordenadas a
Au
U — 62TS7
. (2.44)
V — 6_27'3’
donde
AQ u—v
dUdV = ——e?s dudv, (2.45)
4rg
con lo que podemos escribir (2.43) de la forma
2 ay2 —=1 48
ds* = [neNe s | (=2 | dUdV, (2.46)
r

y aqui, introducimos nuestras nuevas coordenadas
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1
2 (2.47)
que cumplen
—dT? 4+ dX? = £dUdV
de forma que (2.46) se escribe de la forma
2 2y2 —7 Arg 2 2
ds? = [neN%e 75| & (=2 | (—dT? + dX?) (2.48)
r

ahora bien, para obtener X y T en términos de los r y t originales, necesitamos

revertir el proceso, usando (2.41) y (2.44) en (2.47), obtenemos

1 r V2 o1 e At
X:§€ {n (—1)] ers {e”s —i—{-e”S]
s
) . 2o N (2.49)
T =—¢ {n (—1)] e?s {ews —5-62“"5]
2 s

que son nuestras coordenadas de Kruskal més generales. Tenemos cuatro variables
con valores dicotémicos, €,1, A, = +1, de forma que tenemos 16 opciones para esta
transformacién. Sin embargo, gran parte de estas transformaciones son equivalentes, lo
que nos lleva a solo 4 opciones independientes que consisten en la extensién completa

para la solucién de Schwarzschild. Estas coordenadas son:

) X=(--1 e"?"s cosh, (ﬁ) , (2.50)
T = (é — ) e"/?s senh (ﬁ) , .
—(1— Tr 1/2 e/27s senh (#) :
(H)TIO—@)QW%w%Qiy (2.51)
=—(= -1 12 e’/?s cosh (#) ,
() T=— (— — 1) e"/?rs senh (;) : 252
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X = (1 — L)l/z e"/?s senh (ﬁ) ,

rs

) T = (1 — é)lm e"/?rs cosh (L> .

(2.53)
Estas coordenadas presentan varias caracteristicas que las vuelven fundamentales
en el estudio de la solucion de Schwarzschild [19]. Tales como tener las curvas radiales

como en el espacio plano, es decir,
T = +X + constante, (2.54)

ademas, no presentan singularidad en la regién r = rg, como lo hacen las coordenadas
usuales, ni tampoco manda a infinito esa regién, como lo hace Tortoise. De hecho el
horizonte esta definido por

T =+X, (2.55)

donde se aprecia que no es méas que una superficie nula .

Podemos considerar las superficies a r constante, estas satisfaran la expresion
T? — X? = constante, (2.56)

por lo que aparecen como hipérbolas en el plano T — X. No solo eso, sino que las

superficies a t constante cumplen

?( = tanh <1> , (2.57)

que son lineas rectas que cruzan el origen. Representando las cuatro regiones en un
mismo diagrama, e ilustrando las superficies a t y r constantes obtenemos el llamado
diagrama de Kruskal [20].

En la Figura 2.1 podemos observar las cuatro regiones que se obtienen a partir de la
soluciéon de Schwarzschild. Nétese que etiquetamos los pares de coordenadas de (2.50)
a (2.53) de las forma que coinciden con las etiquetas puestas en el diagrama.

La region I corresponde a r > rg, que es la regién descrita en las coordenadas
originales (¢,7) y aqui representan solo una seccién del espacio-tiempo. Siguiendo tra-
yectorias a futuro, vemos que se puede cruzar el horizonte r = rg y se llega a la regién
11, la cual cumple con r < rg pero presenta una singularidad en r = 0, es decir, corres-

ponde al interior del agujero negro. Una vez dentro de la regién 1, toda trayectoria a

!Una superficie nula, es una hipersuperficie generada por vectores tipo luz.
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> =0
X

t=—00

Figura 2.1: Diagrama de Kruskal-Szekeres, donde se muestra la estructura cau-
sal de Schwarzschild maximalmente extendido. Figura modificada a partir de
https://tikz.net /category/physics/relativity /

futuro se acerca a la singularidad » = 0, lo que es consistente con la idea de agujero
negro que tenemos. Es decir, no solo no se puede salir de la region I1 una vez entrado
en ella, sino que es inevitable entrar en una trayectoria donde r disminuya.

Ahora bien, hemos descrito apenas dos de las regiones obtenidas con la transforma-
cién de Kruskal, y no solo se ha retratado el espacio-tiempo de las coordenadas (¢,7) en
Schwarzschild, sino que se ha extendido a la regién del interior del agujero negro que
ya quedaba fuera de los limites de la solucién. Sin embargo, atin nos restan 2 regiones
por describir. Su naturaleza puede ser un tanto contraintuitiva.

La region I11 comparte las caracteristicas de la region I, siendo una region asintoti-
camente plana desde la cual las trayectorias a futuro le permiten cruzar a la region 11,
sin embargo, se mantiene desconectada causalmente de la regiéon I. Por lo que podemos
interpretarla como una especie de region espejo a la nuestra.

Y finalmente, la regién IV es similar a la regién 11, pero con el horizonte de eventos
en el pasado, es decir, es como una region I con el tiempo invertido, lo que se conoce

como agujero blanco [21]. De la misma manera que en el agujero negro es imposible
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para una particula salir una vez se entra en la regién r < 2GM, es imposible para una
particula volver al interior de un agujero blanco una vez que sale, ya que el horizonte

siempre quedara en su cono de luz pasado.

2.3.2. Diagramas conformes

Hemos visto cémo una transformacion de coordenadas nos puede llevar a una re-
presentacion grafica de la geometria global del espacio-tiempo. Sin embargo, por mas
grato que parezca este diagrama, resulta util hacer un cambio de coordenadas mas para
colapsar toda la solucién de Schwarzschild en una region finita.

Con las transformaciones

V" = arctan (\/ZZ—M> : (2.58)
u" = arctan <\/2(é—M> : (2.59)

obtenemos coordenadas con los rangos

T T
_ U —
2 2’

T
—_ u —
2 2’

—g <"+ u" < g,
que nos permite obtener el diagrama de Carter-Penrose.
Es evidente la similitud entre los diagramas de Kruskal y de Penrose para la solucion
de Schwarzschild, pues describen las mismas regiones. La diferencia viene en el rango
de las coordenadas, donde en el diagrama de Kruskal se extienden a infinito mientras
que el de Penrose estan acotadas, compactificando la grafica.

Esta compactificacién nos permite visualizar toda la geometria del espacio, y posee
la caracteristica de preservar la forma de los conos de luz. Es decir, podemos analizar
causalidad de forma visual, directamente del diagrama.

De nuevo vemos las caracteristicas regiones [ y 11, que son el exterior y el interior
del agujero negro respectivamente. Si seguimos la trayectoria de una particula que pase

de la region I a la region 11, todos los conos de luz colapsaran a la linea que representa
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3T Singularidad futura » = 0 it

I\

111

NHIA

/

i Singularidad pasada r =0 i

N

Figura 2.2: Diagrama de Penrose

r = 0, es decir, es imposible escapar de esta region.

Y de la misma forma que en Kruskal, se observa el surgimiento de una regién andloga
ala regiéon I, pero desconectada causalmente de esta. Algo valioso de esta representacion
es que enfatiza aiin mas la similitud de estas dos regiones desconectadas, pues preservan
la misma forma y los mismos horizontes.

La verdadera sutileza de este diagrama viene de los diversos puntos que aparecen.
it e i~ representan infinito temporal futuro y pasado, respectivamente. i representa el
infinito espacial. Estos son puntos.

Sin embargo .+ y .#~ son superficies nulas. Toda geodésica temporal empieza en i~
y termina en i*. Toda geodésica nula comienza en .~ y termina en .# . Y finalmente,

toda geodésica espacial comienza y termina en 7°.



Capitulo 3

Cosmologia

3.1. Introduccion

La cosmologia es, en pocas palabras, el estudio del Universo. La cosmologia relati-
vista es el estudio de soluciones a las ecuaciones de Einstein que pueden describir al
universo.

Cabe aclarar que no cualquier solucién a las ecuaciones de Einstein puede representar
un modelo cosmolégico, puesto que conocemos detalles de nuestro universo que debemos
incorporar en las teorias para que tenga sentido el considerarlas como aceptables.

Uno de estas restricciones que debemos incluir, es la llamada paradoja de Olbers. Es
decir, debemos poder responder a una pregunta aparentemente sencilla.... ;Por qué el
cielo nocturno es oscuro? Podra parecer trivial, pero en un universo euclidiano, infinito
y con distribuciéon uniforme (de estrellas) nos llevaria a una luminosidad infinita [22],
[23].

Hay varias maneras de evitar este problema, tales como tener un modelo de universo
finito, o con distribucién no uniforme de estrellas, o un universo dinamico que cambie
en el tiempo. Lo importante es que debe de resolverse esta problematica en cualquier
modelo cosmologico que quiera proponerse.

Otra consideracién comun para nuestro universo es considerar el llamado Princi-
pio cosmologico el cual establece que no estamos en un lugar privilegiado, sino que el
universo es el mismo para cualquier punto. Estas propiedades se resumen en que el
universo es homogéneo e isotropico [24].

La isotropia nos indica que el universo es igual en cualquier direccion, es decir, un

observador recibe la misma evidencia experimental sin importar la direcciéon en la que

30
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observe.

Homogeneidad implica que cada observador observa los mismos sin importar en que
lugar del cosmos se encuentre.

Ninguna de estas caracteristicas parece cumplirse a pequenas escalas. Por ello se

considera que se cumple a escalas cosmoldgicas, de al menos 100 Megaparsecs.

3.1.1. Meétrica de FLRW

Una solucién exacta a las ecuaciones de Einstein que cumple con las condiciones
previamente mencionadas es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker, que

toma la forma

2

ds® = —df? + a(t)? (1_7}%2 + 7"2d§22> : (3.1)

donde a(t) es un parametro de escala dependiente del tiempo cosmoldgico ¢, y k es una
constante de curvatura que determina la topologia del universo, esta acepta los valores
-1,0,1.

Las coordenadas espaciales se conocen como coméviles, debido a que al multiplicar
por el factor de escala se captura la idea de que dichas coordenadas tienen un valor
fijo para observadores que se dejan arrastrar por la expansion del universo. Asi, en
lugar de tener galaxias en movimiento unas con respecto a otras, se da énfasis en la
interpretacion de que es el espacio el que se expande, una manera mas natural de
incorporar el principio cosmolégico con relatividad.

En esta métrica se describe un universo dinamico, donde la tasa de crecimiento
universo se ve determinado por el factor de escala a(t). Podemos hacer la analogia de
que el universo esta sobre la superficie de un globo, cuyo radio depende de este factor
de escala.

Aunque esta comparativa es mas acertada para el caso k = 1, la analogia no es
completa en el sentido de que en la superficie bidimensional parece haber alguna de-
pendencia en un centro preferente, al hacer el sumergimiento en una dimensién superior.

Podemos considerar a esta solucion como la base del estudio de la cosmologia, debido
a que si consideramos al universo como un fluido perfecto tendremos el tensor energia-
momento,

Ty = (p+p)UU, + PGy, (3.2)
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donde p es la presién, p es la densidad y U* = (1,0,0,0) es la cuadri-velocidad. Y

volviendo a las ecuaciones de Campo que podemos escribir como,
1
Ry — Mg = SWG(T/W - §Tgw)a (3.3)

calculando el término pur = 00 obtenemos la ecuacién

3% — 4 C(p + 3p).
a

Y de los términos puv = ij obtenemos

. . 2
a a K
+2<> +2— =4nG(p —p).
a a a

Utilizando la primera de estas ecuaciones para cancelar términos en la segunda, y

con un poco de algebra, obtenemos las llamadas ecuaciones de Friedmann

a\? 8rG kA
gy o=, FL 8 4
<a) 3 a? + 3’ (3-4)
a e A
e T 3p)+ o 3.5
" 5 (P +3p) + 5, (3.5)

que describen la dindmica y evolucion del universo.

Toda métrica que tenga la forma (3.1) y que obedece estas ecuaciones forma parte de
la familia de Universos FLRW. En ocasiones se le llama a la ecuacién (3.4) la ecuacién
de Friedmann [25], debido en parte a que si se conoce la dependencia de p con a, con solo
esta ecuacién podemos obtener a. Y la ecuacién (3.5) es llamada la segunda ecuacién
de Friedmann, o ecuaciéon de aceleracion.

Vemos que estas relaciones forman un sistema de dos ecuaciones con tres incégni-
tas, es decir, se presentan tres parametros libres. Para poder resolver este sistema de
ecuaciones, podemos considerar una ecuacion de estado, que relacione los parametros p
y p. Como estamos considerando que el universo es un fluido perfecto, podemos tomar

la ecuacion
p=wp (3.6)

donde w es una constante independiente del tiempo. A esta ecuaciéon también se le

puede llamar ecuacion barotrépica, y w se denomina el factor barotrépico.
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Antes de seguir con el analisis, resulta 1til considerar el componente cero de la
ecuacién de conservacion de energfa, tomando 7}, de (3.2), tomamos la relacién V, 7%,

que nos lleva a la expresion
a
—0op — 3E(P +p) =0, (3.7)

y considerando la ecuacion de estado (3.6),

p a
- =-3(1 —. 3.8
"= 31+ w); (33)
Integrando obtenemos
_ P
P = PEIEEDE (3.9)

una expresion que nos sirve para obtener p al considerar una w. Podemos ahora consi-

derar valores razonables para w.

Si pensamos en un universo dominado por materia, consideramos un conjunto de
particulas no relativistas que no colisionan entre si, esto nos lleva a que tienen presién

cero. Entonces, de (3.6) tenemos w =0y,

_Po

p= peR (3.10)
lo que podemos interpretar como una densidad que disminuye al mismo ritmo que el
volumen del universo aumenta, debido su expansion. Es lo esperable para la densidad

de materia.

Pero sabemos que nuestro universo no solo contiene materia, sino que también tiene
radiacién. Esta puede ser radiacion electromagnética o particulas masivas con veloci-

dades relativistas, ya que estas corresponderian a la misma ecuaciéon de estado.

Recordemos que el tensor de energia-momento para el electromagnetismo esta dado
por
1
T = Fr Y — Zg“"F’\”FAU, (3.11)

y su traza es cero. Ademas, esta traza debe corresponder a la traza del tensor dado
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para un fluido perfecto, entonces,

—p+3p=0, (3.12)

p
—_ 3.13
p=3 (3.13)

Volviendo a la ecuacion de estado (3.6), corresponde a un w = 1/3, por lo que,

__Po
p_g7

(3.14)

es decir, la densidad de energia de radiacion decrece a mayor ritmo que la de materia.
Podemos interpretar esto como que la densidad de los fotones decrece al mismo ritmo
que la densidad de la materia, sin embargo conforme el universo se expande, los fotones
experimentan un corrimiento al rojo, es decir, pierden energia, lo que incrementa esta
pérdida en un término proporcional a a™!, lo que lo lleva a la expresiéon completa de

a=*.

Esto nos lleva a pensar que, a pesar de tener una mayor densidad de materia que
de radiacion en la actualidad, en el universo temprano esto no debi6 ser asi, y cuando
el universo era de mucho menor tamano, la radiacién debi6 ser el elemento dominante.

Ademas de materia y radiacion, hay un elemento mas en el universo. Materia Oscura.
La energia oscura se puede interpretar como la energia del vacio, y genera la expansion
acelerada del universo. Toméandolo en términos de la ecuacién de estado, es un fluido

perfecto con presién negativa, de (3.6), p = —p, es decir, w = —1. Esto es,

p=po (3.15)

por lo que la densidad de energia es constante.

Esto quiere decir que aunque el universo se esté expandiendo, la densidad de energia
de vacio no cambia, por lo que eventualmente toda métrica de FLRW con constante
cosmoldgica sera dominada por la energia de vacio, es decir, sera descrita por la métrica
de de Sitter (y anti de Sitter). Lo que deja a estas métricas como casos asintéticos del
resto de soluciones FLRW (con A), y es el motivo por el cudl decimos que nuestro
universo es asintoticamente de Sitter.

Por completez, podemos considerar qué elemento del espacio-tiempo nos falta des-
cribir. En las ecuaciones de Friedmann aparece un factor que no hemos caracterizado,

este es el de la curvatura. Recordemos que k representa la curvatura espacial en la
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métrica de FLRW. Esta queda representada por un valor de w = —1/3, que nos da la
relacion
_Po
P= (3.16)

es decir, corresponde a una densidad que se diluye conforme el universo se expande,

pero lo hace a menor velocidad que las densidades de la materia o radiacién.

Entonces, podemos resumir el comportamiento de las fuentes de densidad de energia

mas comunes en la siguiente tabla:

w | n

Materia 0 |3
Radiacién % 4
Curvatura | — % 2
Vacio -110

Tabla 3.1: Valores normales para el parametro barotrépico w

donde n representa el exponente en la relacion p o< a™".

Como comentario final de este andlisis del parametro w vale la pena hacer la acla-
racion del por qué podemos tomar varios valores. Hemos dicho que w es una constante
para describir el universo, y hemos procedido a dar cuatro posibles valores, cada uno

de ellos con utilidad.

Podemos tomar estos valores ya que cada uno representa un universo donde la
densidad de energia dominante es proporcionada por la fuente que corresponde a uno

de estos w.

Es decir, al momento de estudiar la evolucion del universo, es util hacerlo por épocas,
en donde asignamos un w a cada época para aproximar el tipo de universo que teniamos

en ese momento.

Es decir, este estudio nos sirve como una 1util aproximacion a las distintas etapas del
universo, comenzando por una etapa de radiaciéon cuando en el universo temprano la
densidad de energia era tan alta que gran parte de las particulas eran relativistas. Hasta
el futuro enfriamiento y diluciéon de las densidades de energia de materia y radiacion,
cuando estos elementos seran despreciables y solo haya aportacion de la energia del

vacio que mantiene densidad constante.
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3.2. Meétrica de de Sitter

Como hemos visto, a partir de la métrica (3.1) es posible elegir distintos valores
para los parametros k, A, a, p y p que dan lugar a distintas soluciones. No es necesario
fijar cada uno de estos valores, debido a las ecuaciones que relacionan p, p y a.

El caso en el que profundizaremos sera en la métrica de de Sitter, donde tenemos
una constante cosmoldgica positiva (A > 0), constante de curvatura k& = 0 (Universo

plano en hipersuperficies con tiempo constante) y factor de escala dado por la relacién
a=e'T, (3.17)

donde T" = A/3, lo que indicarfa un universo que se expande. Con estas consideraciones
llegamos al llamado Universo de de-Sitter, el cual presentamos en el capitulo 1 de forma
independiente, pero aqui mostramos que forma parte de una familia de modelos FLRW.

Entonces, la métrica (3.1) toma la forma
ds® = —dt* + VT (12 + r2d0?). (3.18)

Vale la pena hacer una aclaracién sobre la curvatura del universo. Previamente
se especificd que la solucion de de Sitter describe un universo con curvatura positiva,
y ahora estamos obteniendo la métrica tomando un universo plano (k = 0). Esto es
porque la k describe la curvatura del espacio, y la métrica de de Sitter es plana a
tiempos constantes, pero su curvatura global es constante positiva gracias a la inclusion
de la constante cosmologica A > 0.

Ahora bien, podemos obtener una mejor comprension de las propiedades de esta
solucién usando cambios de coordenadas para estudiarla en distintos casos. Asi, comen-
cemos el estudio de de Sitter con una transformacion a coordenadas estéticas [26].

Si podemos llevar esta métrica a una forma donde ggog11 = —1, podremos usar

herramientas similares a las ya empleadas para el analisis de Schwarzschild.

3.2.1. Coordenadas estaticas

Buscamos una transformacién de coordenadas que parta de (3.18) y lo lleve a una

métrica estatica, de tipo

ds* = —fdT? + f~dp* + p*dQ°. (3.19)
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Siguiendo las leyes de transformacion para tensores que se presentaron en el capitulo

pasado, la conservacion del elemento de angulo solido nos lleva a la relacion, ar = p y

f=1-r%2 (3.20)

lo que nos lleva, al considerar que a toma la forma de (3.17), a que f = 1 — T'a®r?, es

decir,

f=1-Tp (3.21)

y el elemento de linea correspondiente,

dp’ 2
— 02 22
=T, + p°d (3.22)

ds® = —(1 —Tp*)dT? +

Esta es la métrica de de Sitter en coordenadas estdticas [27], y podemos notar
similitudes entre esta y la métrica de Schwarzschild. Como mencionamos al estudiar
Schwarzschild, cuando tenemos un cociente en la métrica, existe la posibilidad de una

172 por lo que hay una

singularidad. En este caso, hay una divergencia en p = I'~
singularidad que no teniamos en la forma original de la métrica.

Al igual que en el caso de Schwarzschild, esta singularidad coordenada representara
un horizonte de eventos, por lo que podemos escribir I' = 1/r2, donde 745 es el radio de
de Sitter, la regién exterior, donde r > rgg, esta desconectada causalmente del interior.

A diferencia del caso de Schwarzschild, esta singularidad depende del observador,
en el sentido de que cada observador tendra su propio horizonte.

Ademas de esto, nos muestra que estas coordenadas no describen la geometria com-
pleta de de Sitter, pues no son apropiadas para explorar la region con r > r4g.

Y finalmente, estas coordenadas nos son ttiles para hacer transformaciones analogas
a las de Schwarzschild. Es solo natural preguntarnos cual sera la forma de obtener unas
coordenadas que describan la geometria completa, es decir, coordenadas tipo Kruskal

en esta métrica.

3.3. Extendiendo el espacio

Hacemos un procedimiento andlogo al capitulo anterior, partimos del elemento de

linea escrito en coordenadas estéticas (3.22) y tomamos trayectorias radiales nulas, es
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decir, trabajamos sobre la seccion

ds? = —(1 = Tp*)dT? + (1 - Tp*)~"dp?, (3.23)

y lo escribimos de forma conforme,

ds* = —(1 —Tp*)[—dT? + dp*?, (3.24)

donde dp* debe cumplir la ecuacion

dp* = T2 (3.25)
Ahora, integramos para obtener p*,
* 1 1/2
pr = marcmnh(F ), (3.26)

también podemos expresarlo en términos de un logaritmo, obteniendo la relaciéon

i 1 1+T12)

que resulta util en ciertos calculos, para simplificar la escritura.

Con un poco de manipulacion algebraica, (3.26) nos lleva a la siguiente expresiéon

para el factor gg,

1 —Tp* = sech? (F1/2p*) , (3.28)
lo que nos permite escribir (3.24) como
ds* = sech? (Fl/Qp*> (—dT? + dp™?). (3.29)
Aplicamos una transformaciéon a coordenadas nulas

u=T-—/p", (3.30)
v=T+p", (3.31)
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lo que nos da el elemento de linea

F1/2 _
ds* = —sech® ((12)u)> duduv, (3.32)
y transformamos una vez més,
U=el™ (3.33)
V=eT" (3.34)

Estas coordenadas son las coordenadas de Kruskal-Szekeres para la métrica de de
Sitter. Para mantener la diagonalidad de la métrica, hagamos una rotaciéon mas, con la

transformacién

X = ;(U V), (3.35)

1
T = §(U -V), (3.36)
donde sustituyendo las coordenadas anteriores, llegamos a que

X = e T cosh(TV2T), (3.37)
T = e_rl/Q”*senh(Fl/zT), (3.38)

donde podemos reducir facilmente con (3.27), obteniendo

-T2

X = H—FWZ cosh(T'V/2T), (3.39)
Y

T = ]_—|—]_11/2£ Senh(r1/2T). (340)

Entonces la métrica en coordenadas de Kruskal-Szekeres, recuperando las coorde-

nadas angulares, es
1
ast =< (1+ V)" (—dr® + dX?) + pPdQ. (3.41)

Con estas coordenadas podemos hacer el diagrama de Kruskal-Szekeres para la
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métrica de de Sitter, tomando en cuenta las relaciones

1— F1/2p
2 2
% — tanh(TV/2T), (3.43)

que nos indican que cuando T es constante, tendremos lineas rectas, y cuando tenemos

p constante, tendremos hipérbolas. Anélogo al caso de Schwarzschild.

De la misma manera, tendremos un desglose de regiones, en particular, podemos

catalogarlo con los siguientes signos:

0 X = M cosh(TV2T), (3.44)
7= el senh(DY2T), .

X = ™" senh(DV2T),
(I1) . (3.45)
7=l P cosh(TV2T),

X = —e"*P cosh(TV2T),

(II1) e
7= —el""P senh(I'Y2T),

(3.46)

X = —e? senh(TV2T),
(V) e (3.47)
7= —e""P cosh(TV/2T),

al graficar todas las posibilidades en un mismo diagrama, obtenemos el diagrama de
Kruskal [28].

Este diagrama posee gran similitud con el diagrama de Kruskal para la métrica de
Schwarzschild. Las regiones con r constante se representan con hipérbolas con asintota
X = 47. Y las regiones con t constante son lineas rectas que pasan por el origen. Esto
es analogo al caso de Schwarzschild.

Ademads, también tenemos cuatro regiones en este caso, delimitadas por las hipérbo-
las X? — 72 = 41. Una de las diferencias entre ambos diagramas es que para de Sitter,
la regién que relacionamos con nuestro universo se encuentra en la region 0 < r < rys.

Esta es la region [.

Analicemos el camino de un rayo de luz en la region I. Este rayo puede viajar hacia
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r rds r=7Tqs
t = 400 t = —00

Figura 3.1: Diagrama de Kruskal para la métrica de de Sitter.

lar =0 or = ryg, dependiendo de la direccion a la que vaya. Si el rayo viaja en
direccion a r = 0, este puede llegar hasta esta hipérbola, la cual no representa una
singularidad, por lo que el rayo de luz no tiene por qué detenerse ahi. Mas bien, se vera

reflejado en la hipérbola y comenzara su camino a infinito (rumbo a r = r4g).

Si un rayo de luz cruza la region descrita por r = ryg, este entra a la region I1
del diagrama, y continuara su recorrido hasta alcanzar la hipérbola correspondiente a

7 = OQ.

La region 111 es andloga a la region /. Una region del universo idéntica a la nuestra,

pero desconectada causalmente de nosotros.

Y la regién I'V conectada tanto con la region I como con la regién 11, pero solo es
capaz de mandar informacién a estas, pues siempre se encontrard en los conos de luz

pasados de una particula en estas regiones.
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3.3.1. Diagrama conforme

Al igual que al analizar Schwarzschild, podemos obtener un diagrama conforme. Es
decir, podemos obtener una representacion visual de la causalidad de toda la variedad,
en una grafica finita. Para esto debemos hacer un cambio de coordenadas més.

Es til regresar a la métrica escrita en las coordenadas nulas U y V', y hacer una
transformacién que nos restringa el dominio. Debemos partir de estas coordenadas pues

son nulas, y como hemos indicado, el objetivo de este diagrama sera preservar los conos

de luz.

La transformacion,

U' = arctan(U/T), (3.48)
V' = arctan(V/T), (3.49)

restringe las variables a los rangos

—n/2 < U < 7/2, (3.50)
—m/2 < V' <7m/2, (3.51)

y nos permite obtener la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Diagrama de Penrose para de Sitter
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Este diagrama contiene toda la informacion de causalidad de la métrica de de Sitter,
a costa de tener las distancia distorsionadas. Recordemos que trabajamos con la métrica
reducida, no hemos considerado ninguna coordenada angular. Por ello, cada punto de
este diagrama representa realmente la superficie de una esfera, a excepcién de los puntos
que estan en los extremos laterales, ya que estos corresponden al polo norte y polo sur

respectivamente.
Las superficies " y £~ representan el futuro y pasado de las trayectorias nulas

respectivamente.
Algo interesante y que distingue esta solucién de la de Minkowski es que ningun
observador puede acceder a toda la variedad. Esto se debe a que nunca un observador

podra tener toda la variedad en su cono de luz pasado.

g+ It
O+
] (&)
+ ) = S
Q o o o
= & = &
2 w ,Q w
£ 5 5 g
O-
s e
Figura 3.3: Diagrama de Penrose para Figura 3.4: Diagrama de Penrose para
la métrica de Sitter, se representa con la métrica de Sitter, se representa con
O+ el futuro causal de un observador O— el pasado causal de un observador
clasico en el polo sur. clasico en el polo sur

Esto representa una especie de horizonte de evento. Tomemos por ejemplo, un obser-
vador en el polo sur. En la Figura 3.3 se muestra la regién del espacio-tiempo que esta
dentro del futuro causal de un observador en el polo sur. En la Figura 3.4 se muestra
lo propio para el pasado causal.

Estas regiones denotadas por O+ y O— no abarcan todo el espacio-tiempo de la
métrica, por lo que no todo el universo es accesible para un tnico observador. La
interseccion de estas dos regiones es llamada el diamante causal.

Solo esta region del diamante causal es completamente accesible para un observador
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en el polo sur, en el sentido que podria mantener una comunicacién con una particula
en esta region. En la diferencia simétrica de dos regiones, vemos una conexiéon causal
solo a futuro (O+) o al pasado (O—), por lo que un observador en el polo sur solo
podria mandar o recibir informacién de un detector en estas regiones, mas no ambas

cosas.

3.4. Anti de Sitter (AdS)

Podemos extender la discusion de cosmologia a la métrica de anti de Sitter. Al igual
que la métrica de de Sitter, podemos comenzar con una variedad de cinco dimensiones,

en este caso con la métrica[29],
ds® = —du® — dv® + dz® + dy* + d2?, (3.52)
donde sumergimos un hiperboloide dado por
—u? — v 2?4yt 4 2% = -T2 (3.53)

donde I' es una constante que determina la curvatura de esta hipersuperficie.

Vemos cierta diferencia respecto a la métrica de de Sitter en los signos, ya que aqui
hay mas términos negativos. Si ahora tomamos la transformacion de coordenadas dada

por

u = T'sen(t")cosh(p),
v = [cos(t")cosh(p),
x = ['senh(p)cosb, (3.54)
y = I'senh(p)senbcose,
)

z = I'senh(p)senfseng,

que nos deja con la métrica en la forma

ds® = a*(—cosh?pdt”? + dp* + senh?pdSQ). (3.55)
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|Podemos llevar esta expresion a una forma mas familiar mediante la transformacion,

dr
dp= 2 3.56
i (3.56)

donde r = I'senh(p). Y redefiniendo la coordenada temporal de forma similar como

t =T't’, llegamos al siguiente elemento de linea,

2

ds® = —(1+r*)d#*
° (1+77) +1+r2

+ r2dQ?. (3.57)

Que es la métrica de anti de Sitter en su forma estatica.

Las coordenadas (3.55) tienen una peculiaridad, y es que de las transformaciones

(3.54) vemos que t' y t’ + 27 representan la misma regién del hiperboloide.

Podemos obtener el diagrama conforme para estas coordenadas con la transforma-

cion,
1
hip) = 3.58
cosh(p) = (359)
que nos lleva a
2 a’ 2
ds® = ds 3.59
° cosh?y o (3:59)
donde d3? representa la métrica del universo estatico de Einstein, es decir,
ds* = —dt” 4 dx* + sen*xdQ*. (3.60)
Estas coordenadas tienen los siguientes rangos,
—o0 < t' < o0, (3.61)
0<y<o, (3.62)

2

lo que nos lleva al diagrama de Penrose que se muestra en la Figura 3.5.

Esta métrica no es utilizada para describir la evolucién del universo. Sin embargo,
sirve como fundamento para otras areas de la fisica tedrica, tales como la holografia o
la teoria de Maldacena.

La teorfa de Maldacena es la llamada, correspondencia AdS/CFT, donde AdS se

refiere precisamente a anti de Sitter. CF'T hace referencia, por sus siglas en inglés, a la

teorfa conforme de campos. [30]
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X:J-U X:-7;/2
Figura 3.5: Diagrama de Penrose para el espacio-tiempo anti de Sitter
Esta teoria es actualmente un campo ampliamente estudiado, con interesantes apli-

caciones. Dentro de los resultados de interés para el area en la que estamos, parece

evitar el problema de la pérdida de informacién por agujeros negros [31].
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Transformacion general

4.1. Introduccion

Hasta el momento hemos visto la importancia de los sistemas de coordenadas en
Relatividad General, y la utilidad de la transformacion de coordenadas para el anélisis
de las soluciones a las Ecuaciones de Einstein.

En el presente capitulo se desarrollara un método generalizado para la transforma-
cion de coordenadas que cumplen con ciertas propiedades de simetria.

Trabajaremos con métricas que puedan ser expresadas de la forma
G = ds?l) = —f(r)dt* + f(r)"tdr* + r?dQ?, (4.1)

donde f = f(r) y dQ? = d#* + r?d¢*. Esto es, métricas que cumplen que goog1; = —1
[32] ¥ que presentan simetria esférica. Estas caracteristicas son compartidas por una

amplia clase de soluciones exactas que pueden escribirse de forma estética [33].

4.1.1. Transformacién general

Como hemos expresado, trabajaremos para obtener transformaciones de coordena-
das que parten de una métrica escrita de la forma (4.1) y exploraremos las condiciones

bajo las cuales podemos expresarla en una forma tipo FLRW con factores mas generales,

dstyy = —N*(T, p)dT* + V(T p) |g*(p)dp? + p*d2?] . (4.2)

Usamos la relacién para transformar el tensor g,,,

47
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ozt 0x¥

= g 4.3
i B aya ayﬁglt ( )

que al analizar los componentes radial y temporal nos da las siguientes ecuaciones para

el tensor 43,

ot\” or\’
Yoo=—N*=—f ((rﬂtj) + f (8T> ) (4.4)
S AN A
1 =b%g° = f(@p) +f (é?p) ; (4.5)
o ot ot [0\ [ Op
w=0=—r(g7) (5) + 7 (5) (7) o

Se ha omitido el analisis de la seccion angular, debido a que transformamos de las
coordenadas (t,r,0,9) — (T,p,0,¢), es decir, la seccién angular no se modifica, de
forma que obtenemos directamente la relacion r = bp.

Ahora, utilizando la notacion & = 9z /9T, ©’ = 0z /0p y sustituyendo r, se obtiene

2 = [N f + 6%, (4.7)
% = f2(b+Vp)? = f0?9°), (4.8)
it' f2 = (bp) (b + V'p). (4.9)

Sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.9),

(b+bp)*  bp?

f= 022 N2 (4.10)
resulta util derivar esta expresion, lo que nos da
f= N3b’;g2 [N3(b + ' p) (Vb — bb') — Nbbb*g?p + Nb2b392p} : (4.11)
Yy
2(p+0b 2% , ] )
= (bﬁ,’gg) [9(t"bp+ b — 2p)) = by’ (b -+ ¥p)| — 5 (N + Nb— Nip)

(4.12)

Ahora, regresamos a las ecuaciones (4.7) y (4.8), donde sustituimos (4.10), lo que
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da N(b+Vp)
: p
f= 20 413
i (4.13)
v, .
,_ bbgp
— 9P 4.14
'=N/ (4.14)

Después, obtenemos las parciales mixtas de t,

Ot N (b+bp)+ N2V +pb) N(O+p)(fog + f'bg+ fbg)

_ _ 4.1
0poT fbg f2b2g2 ’ (4.15)
y’ . . . . .
0% gp((bb+0*) f—fob)  Nibgp @.15)
oTop N f2 N2f '
Estas parciales mixtas deben ser iguales, por lo que las comparamos,
N'(b+Vp)+ N (20" +pb")  N(b+Vp)(fbg + f'bg + fV'g)
fbg f2g? B (417)
gp((b6+62)f—fb6) B Nbbgp '
N f? N2f -~
Factorizando f, f vy f' para facilitar su sustitucién, obtenemos,
f [N’Nng(b + b p) + N3bg(2b' +V"p) — N3¥bg — N*b*g' — N3b?gp — N3b'bg'p (4.18)
4.18

—Nbg*p(bb + b?) + Nbbg*p| + FINOb*g*p] — f[N3(b+ ' p)bg] = 0,

y usando las ecuaciones ((4.10))-((4.12)) sustituimos las f. Luego simplificamos y re-

solvemos para ¢ [34],
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b+b’

N(b + bp) , : -
{ N2(5+ V'p)* + (bbgp)g]} g
{ N%[N’(b +'p) — NV'p] — N3V (b — b p) — Nbb*¢*p + Nbb?’g?p}

— W lNQb[N’(b + V)] + N3'bp + 2N (20 + V' p) + Nb*g*p(bb — b*) — NbngQpl

+ ANV bbp*(b+ V' p) — 2N'bVbp* (b + b p) + Nia?b?p}.

(4.19)

En este punto, tenemos una solucién muy compleja, para resolverla podemos tomar

ciertos limites o restricciones, lo que haremos el resto del capitulo.

Recordemos que este desarrollo es para llevar coordenadas con simetria esférica y la

caracteristica ggpog11 = —1 a una forma general
ds* = —NdT? + b*(g*dp* + p*d?), (4.20)

donde N = N(T,p), b =0b(T,p) vy g = g(p). Por lo que podemos intuir limites en los

cuales se reduzca a casos conocidos.

4.2. FLRW

Uno de estos casos es FLRW (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker). En (4.20)
podemos visualizar que con N = 1y b = b(T) tenemos el ansatz para coordenadas
coméviles en un universo que se expande en el tiempo. Sustituyendo estos valores en

(4.19) tenemos una expresién simplificada,
g =g’p(bb — %), (4.21)

donde es posible separar las variables dependientes de T y las que dependen de p,

obteniendo )

I _p =, (4.22)

g*p
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con k una constante arbitraria. Asi, integrando

1
7 = A — kp?, (4.23)

donde A es una constante de integraciéon. Podemos reescribir esta relacién como,

1
2
=— 4.24
el . (4.24)
donde podemos notar que s puede restringirse a los valores —1,0, 1 reescalando b(T")
de forma adecuada. Ademas, considerando el universo localmente plano y homogéneo

en T constante, podemos fijar A = 1. Con esto obtenemos el factor clasico de FLRW.

Ademaés, de la ecuacion (4.22) también podemos obtener que,

62-1—!1
B2

b
3 . (4.25)

Integrando esta ecuacién, mediante el cambio de variable z(1) = b? + K, que implica

4 = 2bb, entonces, de (4.25) se transforma en,

iob

- =2-, 4.26
S =2 (4.26)
que tiene de solucién z = I'b?, donde I' es otra constante de integracién.

Con esto, podemos separar la expresién de (4.25) en las relaciones

62 + K
02 =T, (4.27)
y ..
Z:p (4.28)

Estas relaciones son precisamente, las dos ecuaciones de Friedmann, donde iden-
tificamos la constante I' con la constante cosmoldgica, mas especificamente, A = 3,

donde esta es la tinica fuente del tensor energia-momento.

Ademss, de la relacién (4.24) y sustituyendo r = bp y la relacién b = T'b?> — k en
(4.10) f =1 — D12,
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Con esta transformacién obtenemos la métrica

1
ds* = —dT? + b*(T) 17dp2 + p?d? |, (4.29)
que es la métrica de FLRW.
Dependiendo del valor de I" se pueden tomar distintos modelos de FLRW, la siguiente
tabla muestra todas las combinaciones de valores para I' y k que se permiten, de acuerdo

a la ecuacion (4.27).

r Curvatura espacial Meétrica

r=0 k=0 ds? = —dr? + dp?® + p*dQ?

=0 k=-1 ds? = —dr? + 72 (% + deQz)

>0 k=0 ds® = —dr? + e2VIT (dp? + p2d0?)
cosh? (VTT 2

r>0 k=1 ds? = —dr? + = (VIT) (£, + p2d2?)
senh?(VT'T 2

>0 k=-1 ds? = —dr? + (r ) (ffpg + deQZ)

2
_ 2 _ 2 sen(\/mT) dp? 2 102
r<0 k=—1 ds? = —dr? + — = ({5 + p*dP?)

Tabla 4.1: Modelos FLRW que admiten coordenadas estaticas

Podemos identificar estos modelos [35]. Cuando I' = k& = 0 tenemos un universo
plano sin constante cosmoldgica, esto corresponde a la métrica de Minkowski mencio-
nada anteriormente.

Si mantenemos I' = 0 pero anadimos curvatura, con k = —1 tendremos el universo
de Milne. Esta solucion corresponde a una seccion de la solucion de Minkowski, puede
interpretarse como el interior del cono de luz futuro de un evento en Minkowski.

Si tenemos I' > 0, podemos aceptar los tres valores para k. Si k& = 0 tenemos un
universo con constante positiva y espacio plano, lo que corresponde a la solucion de de
Sitter. Si ademds existe curvatura espacial (k = £1), tenemos un modelo de Lanczos.

Y finalmente, tenemos la opciéon de I' < 0, que solo es consistente con kK = —1. Este
caso es el de anti de Sitter (AdS).
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4.3. Coordenadas estaticas

Podemos estudiar diversos casos importantes, tales como Minkowski o Schwarzs-
child, tomando un par de suposiciones en la ecuacién (4.19). Consideremos N = b = 0,

es decir, todos los factores dependen solo de p. Esto nos lleva a,

[_g i (b+ b’p)3] g = NQ(Z)ZW [B[N'(b+bp) — Nb"p] — NV (b—b'p)], (4.30)
reordenamos términos,
bV +b'p— b:p = (]]\\7; + ‘i]/) (b+Vp), (4.31)
donde podemos utilizar que
d(b+Vp) o 41,

dp
para manipular la ecuacién,

d(b+Vp)

Y N ¢
4V =+ L) (b+Vp) =0
a0 (+p)b <N+g>(+p) :

entonces tenemos que,

d(b+Vp) N ¢ v
S — =0. 4.32
(b+bp)dp N+g +b (432)
Integramos para obtener,
In(b+bp)=InN+Ing+1Inb+C, (4.33)
con C constante. Y finalmente,
b+V'p=2aNbg, (AUX)

donde « es una constante de integracion. De hecho, usando (AUX) y (4.10), podemos
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observar que f y N estan relacionados por la ecuacion
f =4a’N>. (4.34)

Ahora, a partir de la ecuacion (AUX) podemos considerar restricciones para analizar

casos de métricas estaticas con simetria esférica.

4.3.1. Minkowsky

El caso mas trivial, que sirve como revision de consistencia para las relaciones ob-
tenidas, es el caso del espacio-tiempo plano. Imponemos las condiciones de N = 1, lo
que de (4.34), indica que f = 4a?, esto es, el caso de Minkowski reescalado. Ademaés,

consideramos que g = [ una constante, entonces, de (AUX) obtenemos,

b+bp=2apb, (4.35)
para resolverla primero dividimos entre b, y acomodando los términos,
9’ 208 -1

b p

introducimos la constante A = 2af — 1 para simplificar la escritura, e integrando

(4.36)

obtenemos la relacién,

b= Bp*, (4.37)

donde B es otra constante de integracién. Esta forma para el parametro b nos permite
obtener distintas coordenadas de la métrica de Minkowsky. Si queremos en caso trivial,
podemos tomar A = 0, lo que dejara b constante Podemos sustituir este resultado en

la ecuacién (4.10) para obtener una relacién entre f y g,

(1+A)2.

f=r (4.38)

o

Donde ya escribimos g como constante, para ilustrar que ya se obtuvo una f cons-
tante. Para trabajar con Minkowski sin complicaciones de reescalamientos, podemos
considerar f = 1, lo que nos relaciones @« = 1 + A. En este punto, ya tenemos la

transformacion de
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dstyy = —dt* + dr® + r*d?, (4.39)

ds3 = —dT? + (Bp™)(1 + A)2dp* + (Bp™)p*d?, (4.40)

donde ya determinamos que son nuevas coordenadas para la métrica de Minkowski, solo
resta la eleccién de A y B para obtener una representacion util. En particular, podemos

analizar la restriccién

2
b = 5—, (4.41)
r
y considerando (4.37) obtenemos
2
i = B?p*, (4.42)

pero
2
b’p? = <> 0t =r? (4.43)
r

asi que, r = B2/3p?/3 que al sustituirse en (4.42) da la férmula

B2p2(A+%) — /64/37 (444)

donde B y [ son constantes, de forma que no debe haber dependencia de p, entonces

A=-1/3y B=p%5

Entonces obtenemos que b = Bp~ /3,y a = 1 — 1/3 = 2/3. Finalmente, elegimos
f = 3/2, que quedaba como pardametro libre, para obtener la representacion un poco

mas estética,

1
dsy = —dT? + —dp* + r*d<??, (4.45)
r

podemos observar que es una representacion de Minkowski con coordenadas tipo Le-

maitre.
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4.3.2. Coordenadas cercanas al horizonte

Podemos tomar un caso mas interesante si consideramos que N = p, manteniendo

bg = 1. Entonces (AUX) nos lleva a b = ap + Bp~!. Y como r = bp tenemos que,
r=ap®+ . (4.46)

Entonces, de (4.34),
f=4a(r—p). (4.47)

Con las restricciones seleccionadas, estamos tomando el caso de un Rindler (1+1),
puesto que tenemos la forma ds? = —p?d7r? + dp? a dngulos constantes. Sin embargo,
esta relacion subdimensional no equivale a obtener una representacion global para el
espacio de Rindler, puesto que estamos haciendo uso de componentes angulares para
las operaciones, ademas de que ya nos restringimos a una f = f(r) no constante lo que
claramente nos aleja de Minkowski.

Mas bien, las coordenadas que obtenemos mediante estd transformacion se pueden

asociar a otra solucion, mediante la identificacién o = (8M)~' y 8 = 2M.

Esto es, de (4.46),
p=2\/rs(r—rg), (4.48)

que es justo la aproximacién realizada en (2.6), es decir, en las coordenadas de Rindler
para el caso de Schwarzschild.
Ya hemos analizado esta solucion, que nos describe la regién cercana al horizonte

de eventos, y nos muestra la no singularidad de este.

4.3.3. Coordenadas de Tortoise

Las coordenadas de Tortoise vienen de imponer que las secciones de coordenadas
temporal y radial sean conforme planas, es decir, se impone que N = bg, entonces (4.20)

con df) = 0 se reduce a

dstyy = N*(—dr? + dp?), (4.49)

y (AUX),
dr = 2aN?%dp. (4.50)
Podemos considerar distintos casos no triviales, tal como N? = p. Entonces la

solucién de (4.49) es r = bp = ap® + (. Esto es, se obtiene la misma relacién vista en
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(4.46) para las coordenadas cercanas al horizonte. Sin embargo, en dicho caso impusimos

las condiciones bg = 1 y N? = p? mientras que en este caso tenemos b’g*> = N? = p.

Asi pues, de (4.34) obtenemos f = 4a?p = 4,/a® (r — ), que es distinto al que se
obtuvo para el caso de coordenadas cercanas a horizonte. Podemos incluso considerar

casos mas interesantes, tales como N = p* con distintos valores para la constante k.

Sin embargo, podemos tomar una ruta mas simple. Estamos trabajando en coorde-
nadas que hemos llamado estaticas, debido a que no hay dependencia temporal en N
ni en b, o lo que es lo mismo, solo dependen de p, lo que nos ha llevado a que r = r(p).
Asumiendo invertibilidad en una regién del espacio, podemos considerar que N = N (r),

entonces podemos despejar de (4.34) y (4.50),
dp = 2af dr. (4.51)

Tomando el valor a = 1/2, y obtendremos la coordenada de Tortoise para cualquier
métrica que pueda escribirse en la forma (4.2). Para los casos de interés del presente

trabajo, tenemos

Para la métrica de Schwarzschild f =1 — *¢ donde rg es el radio de Schwarzschild
(2GM). Integrando obtenemos p* = r + 2M In[r/ (2M) — 1] para la solucién exterior.
Esta es la coordenada de Tortoise o de Regge—Wheeler, ya desarrollada en el capitulo

correspondiente a Schwarzschild.

En el caso de de Sitter, f = 1—T'r? donde I = 1/r7, el inverso del radio de de Sitter
al cuadrado. Bajo integracion obtenemos p* = I''/2arctanh(I''/?r), que es la coordenada

Tortoise para la métrica de de Sitter que se obtuvo previamente.

La importancia de las coordenadas de Tortoise es que mantienen los conos de luz
invariantes. Esto lo podemos ver de (4.49), donde si tomamos trayectorias nulas tenemos
ds2 = 0, entonces,

ill; = =41, (4.52)
lo que mantiene los conos de luz a 45°.

El caso de Schwarzschild se muestra en la grafica 4.1.

En la figura se aprecia como los conos de luz no se degeneran en coordenadas de
Tortoise, lo que si ocurria en las coordenadas de Schwarzschild. Ademas, ningin ele-
mento de la métrica diverge en estas nuevas coordenadas, sin embargo, el costo de esto

es mandar a —oo la superficie r = 2G M.
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Figura 4.1: Conos de luz para la métrica de Schwarzschild con las coordenadas de
Tortoise.

4.3.4. Coordenadas isotrépicas

Las coordenadas isotrépicas son aquellas que representan una métrica en la forma
ds® = —N2dt* + b*(dp® + p*dQ?), (4.53)

es decir, representa explicitamente la simetria esférica, a la vez que deja las rebanadas

espaciales conforme planas.

Podemos hacer la asociacion g = 1 y de las ecuaciones (AUX) y (4.34), recordando
que r = bp, podemos obtener la relacién
d d
L (4.54)
pmVFf
donde, de nuevo, es necesario usar la forma explicita de f para obtener la transformacion

de coordenadas especifica.

Para el caso de Schwarzschild tenemos f = 1 — rg/r, que nos lleva a

d d
S (4.55)

AN E——

integrando llegamos a la solucién In(8p) = arccosh(f—; — 1), y con algo de algebra
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Bp+1)* _ v
46p s

(4.56)
Podemos aqui considerar el comportamiento asintotico de las coordenadas radiales,
despejamos r,

imponiendo que p — r para r > rg. Esta condiciéon nos lleva a que § = 4/rg, y

(4.57)
que es justo la transformacion para coordenadas isotropicas de la métrica de Schwarzs-
child, y la métrica se escribe como

2
1 TS r 4
ds® = — o) ar? £ (14 22 (dp? + p2d0?). 4.58
s (1+$) + +4p (dp*+p ) ( )
la ecuacion

Ahora bien, para el caso de de Sitter tenemos f = 1 —I'r?, entonces trabajamos con

dp

dr
— = , 4.59
p rv1—1T7r?2 ( )
cuya solucion es In(Sp) = —arcsech(I'r), y manipulando los términos con algebra ob-
tenemos,
1+ 32p? 2

TS (4.60)

Consideremos el comportamiento asintético de las coordenadas radiales, en este caso,

exigimos que p — r cerca del origen, lo que nos lleva a que § = I''/2/2. Sustituyendo
esto, y despejando r llegamos a la expresion

r=—t__
1+ g p?’
y el factor f queda en términos de p como

(4.61)

1_£ 2\2
o2 ;&pQ)Z. (4.62)
(1+%0%)

Finalmente, la métrica de de Sitter en coordenadas isotropicas queda de la forma
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i = — | (1- EpQ 2 dT? + dp* + p*dQ)? (4.63)
(1450 4 | '




Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo hemos presentado un analisis de dos soluciones de las ecuaciones de
Einstein a partir de distintos cambios de coordenadas.

Partiendo de una breve introduccion a los fundamentos de la Relatividad General, en
el capitulo 1 se presentaron las soluciones de Schwarzschild y de de Sitter, mencionando
las propiedades que son derivables directamente de la forma de la métrica con la que
se presentaron.

En el capitulo 2 se estudi6 la métrica de Schwarzschild a partir de los cambios de
coordenadas, observando la geometria global, la causalidad, y la extension maxima que
presenta esta variedad.

En el capitulo 3 se hizo un estudio analogo para la métrica de de Sitter, culminando
con unos comentarios complementarios con la soluciéon de anti de Sitter.

Y finalmente en el capitulo 4 se ha desarrollado un método consistente para obtener

distintas representaciones de métricas con la forma

ds® = —fdt* + [~ dr® +r2dP?, (5.1)

es decir, métrica con simetria esférica y que pueden ser escritas en coordenadas que
cumplan que gpog11 = —1.

A partir de este elemento de linea, conseguimos la forma

ds* = —N*(7, p)dr® + V(7, p) (¢ (p)dp® + p*d2?), (5.2)

donde N, by ¢ son funciones como se indica.

Aplicamos este formalismo a las dos soluciones exactas a las ecuaciones de Eins-
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tein, que estudiamos previamente, y dimos los parametros adecuados para obtener una
amplia variedad de coordenadas conocidas.

Es interesante ver como el imponer simetrias al nivel de la transformacion de la
métrica, nos puede llevar a la identificacion de ciertos espacios. Y mas atn, nos define
de manera tinica la geometria en la que trabajamos, tal es el caso de las coordenadas de
Rindler para la métrica de Schwarzschild, donde las condiciones impuestas nos llevaron
a una unica solucion posible, mediante el reconocimiento de los pardmetros que llevaron
a un caso aproximado de la solucion de Schwarzschild.

Ademas, es interesante remarcar que es posible relajar las condiciones impuestas a
las variable b y N. Esta posibilidad se explor6 en el trabajo [34], donde se mostrd que
es posible llegar a representaciones tipo Kruskal y Lemaitre siguiendo este formalismo.

Si bien la mayoria de las métricas mencionadas ya han sido analizadas en la lite-
ratura, tanto en este trabajo de tesis como en las publicaciones derivadas de él, las
aportaciones son multipropdsito. En primer lugar, otorgamos un enfoque didactico en
relacién a una forma consistente de transformar entre distintas representaciones de un
mismo espacio-tiempo. En segundo lugar, el anélisis a nivel de las simetrias explicitas
que aparecen con los métodos mostrados, permiten profundizar de manera més tra-
table aspectos que a menudo son ignorados. Un ejemplo de ello es la relaciéon entre
coordenadas de Schwarzschild y las cercanas al horizonte.

Por ejemplo, el analisis de este trabajo nos permite plantearnos qué tipo de res-
tricciones requiere un espacio-tiempo para ser representable tipo Rindler. Por ultimo,
en este trabajo nos hemos enfocado en las soluciones de Schwarzschild y de de Sitter,
sin embargo, este formalismo puede ser aplicado a otras métricas que compartan las
caracteristicas de tener simetria esférica, y poderse expresar de forma que ggpg11 = —1,
tales como las soluciones de Reissner-Nordstrom o de anti de Sitter. Estos dos tultimos

aspectos se dejan como trabajo a futuro.



Apéndice A

Toda métrica bidimensional es

conforme plana

Sea una métrica bidimensional arbitraria g,,, para probar que es conformemente

plana basta mostrar que puede ser escrita de la forma

Gab = L1ap. (A1)

El elemento de linea que tenemos es:
ds* = gapda®da’ = goo(da®)? + 2go1da’da’ + g1 (da')?, (A.2)

podemos partir cambiando a las coordenadas nulas A\ y v,

Mz zh) = 2%, A3
vzt = 2V, (A.4)

que al ser curvas nulas satisfacen
9Ny = g%y =0, (A.5)

lo que directamente nos da los elementos de la diagonal de la matriz transformada:
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90/0/ — gab)\,aA,b — O,

117
"= g%y, = 0.

! 7
Entonces los elementos ¢g** son cero, y desarrollando,

0/
gO 0 _ O
0'a’ 0'b
= g9 9 JGuv,

o 0’0" 0’0" 0’1" 0’1’ o’o’ 0’1’
= 9 9 goot9g g guvr+29°9 gor,

_ o'l o
= g9 9 g,

donde estamos considerando, que ¢”" # 0, de forma que el determinante de la métrica
es diferente de cero y por lo tanto existe su inversa. Asi, solo queda que gy;» = 0, y con

un procedimiento andlogo llegamos a gy = 0.

Asi pues, nuestro elemento de linea con la transformacién de coordenadas es de la

forma

! /
ds® = guydz” daz

= 290/1/ d)\dl/,

sin pérdida de generalidad, consideremos signo positivo (si es signo negativo, es analogo

el desarrollo), de forma que podemos escribirlo como,
ds* = e*d\dv, (A.6)
donde simplemente p = (1/2)log(2go1/).

Finalmente, hacemos un tltimo cambio, a las las nuevas coordenadas 7 = (1/2)(A+

v)yr=(1/2)(A —v), asi,

1
dr = S(d\+dv), (A.7)

dr = ;(d/\—du), (A.8)



Apéndice A. Toda métrica bidimensional es conforme plana

65

entonces
d?—d? = (LA )~ (A~ )],
_ i(d)? + 2d\dv + dv?) — i(dAQ —2d)\dv + dv?),
= (d\dv),
por lo que

ds* = e*(dr* — dv?),

que es conforme plano.



Apéndice B
Cosmologia tipo Agujero Negro

La métrica de Schwarzschild se utiliza para describir campos gravitacionales de
fuentes que son masas con simetria esférica. Esto incluye casos tales como planetas,
estrellas, agujeros negros, y asteroides con una distribuciéon que se pueda aproximar
como esférica. Para aplicarse, se consideran las geodésicas y se analizan las trayectorias
de particulas de prueba, que son objetos que no modifican de forma significativa la
geometria del espacio.

Sin embargo, existe una teoria que le da un caracter cosmoldgico a esta métrica.
Esta es, la Cosmologia tipo Agujero Negro (Black Hole Cosmology), formulada en 1972
por Raj Kumar Pathria [36], la cual plantea que el Universo es un agujero negro. Esto
tiene su fundamento observacional, pues el valor del radio de Schwarzschild para un
objeto con la masa de nuestro Universo es aproximado al radio de Universo Observable.

Para esto utiliza una métrica relacionada con las estudiadas en este trabajo, la

métrica de Schwarzschild-de Sitter. Este viene dada por el elemento de linea,

2GM
r

_2GM
r

ds* = — <1 — — FTQ) dt* + (1 — Fr2> 1 dr® + r?dQ?, (B.1)
donde G es la constante de gravitacién universal y I' = (A/3)'/2 el mismo valor que
toma en la forma estatica de la métrica de de Sitter.

Posterior a las ideas de Pathria, Lee Smolin propuso su idea de Seleccion Cosmo-
légica Natural [37] donde plantea que con en creaciéon de un agujero negro puede dar
comienzo a un nuevo universo, emulando ideas evolutivas.

De manera similar, Carroll plantea que pueden surgir universos de fluctuaciones de
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térmicas, que generen agujeros negros que son universos en si mismos[38].

Y actualmente hay trabajos de Poptawski donde retoma esta idea de Universos
dentro de Agujeros Negros, aunque sus trabajos se basan en la teoria de Einstein-Cartan
[39].
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