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quien ha sido mi asesor desde la licenciatura y con quien he tenido la fortuna de seguir

trabajando con él durante mi posgrado. Desde los conocimientos que he adquirido trabajando

con él, la oportunidad de trabajar en art́ıculos de investigación, hasta la oportunidad de

presentar mis resultados en distintas partes del páıs, son a grandes rasgos algunas de las cosas
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su hija completar un grado más de estudio. Y no sólo eso, si no que se que estaŕıan ansiosos
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Resumen

El estudio de los hadrones, un tipo de part́ıcula compuesta que involucra a quarks y

gluones, es un área de gran interés en la f́ısica de altas enerǵıas. Parte del interés en este

tópico se debe a que los quarks no se pueden encontrar libres y sólo los podemos encontrar

unidos o “confinados” en part́ıculas compuestas como los hadrones. El entendimiento de dichos

estados confinados permite analizar la dinámica de los quarks y gluones que los constituyen.

La Cromodinámica Cuántica es la teoŕıa que describe las interacciones entre quarks y gluones

pero el régimen no perturbativo es una limitante para obtener la dinámica hadrónica usando

primeros principios. De esta manera, la comunidad de fenomenoloǵıa de las interacciones

hadrónica recurre a diferentes modelos, motivados teórica y experimentalmente, con el fin

de proveer predicciones teóricas. En las últimas décadas el análisis de estos hadrones puede

abordarse a través de diferentes experimentos, los cuales están situados en diferentes partes

del mundo. Algunos sitios de investigación son SPS y LHC en CERN, NICA en JINR o

RHIC en BNL. Pero el experimento que nos compete mayoritariamente en este trabajo, es

el realizado en el acelerador nacional Thomas Jefferson (JLab) en USA. Para el avance del

conocimiento en la f́ısica hadrónica, es importante hacer predicciones que puedan distinguirse

claramente entre las mediciones experimentales de precisión.

Nuestro estudio se sitúa a bajas enerǵıas, en particular con un máximo alcanzado de

12 GeV en JLab. En las colisiones a grandes enerǵıas es más fácil extraer de manera individual

los datos que queremos analizar. Sin embargo, a bajas enerǵıas los datos que queremos

recopilar no se nos presentan de manera tan individual y es aqúı donde nos tenemos que
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apoyar de modelos matemáticos para darle significado f́ısico al experimento. En este trabajo se

analiza el Modelo de Interacción de Contacto (CI) para el cálculo de las masas de los quarks

constituyentes de mesones vectoriales (V ) y pseudoescalares (PS), además se calculan las

masas de los mesones usando la ecuación de Bethe-Salpeter (BS) para finalmente determinar

los factores de forma de transición entre mesones V y PS en el proceso V → PS + γ. Se

encuentran expresiones anaĺıticas para dichos factores de forma de transición y se calculan

numéricamente las soluciones para diez procesos y se obtienen los radios de carga asociados a

sus correspondientes factores de forma.
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viii Índice General

3.1. Función de Green en la ecuación de Dirac . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.2. Series perturbativas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.3. Ecuaciones de Schwinger-Dyson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4. Interacción de contacto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4. Factores de forma de transición 49

4.1. Ecuación de GAP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2. Ecuación de Bethe-Salpeter . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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propagador del fermion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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Caṕıtulo 1

Part́ıculas elementales y el Modelo

Estándar

Para ayudarnos en nuestro entendimiento de la materia y las leyes que nos rodean, hemos

desarrollado a través del tiempo diferentes teoŕıas que nos ayudan en la comprensión de las

mismas. Desde las primeras postulaciones por parte de los griegos para tratar de describir

cómo están compuestos los cuerpos, hasta las formulaciones más modernas como la mecánica

cuántica [1]. Para entender el mundo subatómico es preciso analizar la evolución de las teoŕıas

subyacentes de éste desde sus inicios hasta nuestros tiempos. En particular, en este caṕıtulo

se abordan los temas centrales de la f́ısica de part́ıculas, sus interacciones y el contenido de

materia.

1.1. Part́ıculas del Modelo Estándar

El Modelo Estándar (SM por sus siglas en inglés) de las part́ıculas elementales es una

teoŕıa cuántica de campos unitaria basada en el grupo de simetŕıa SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y

donde se acomodan part́ıculas de esṕın 0, 1/2 y 1 de acuerdo a la invariancia de simetŕıa

del modelo. El éxito del Modelo Estándar no sólo radica en la alta precisión con la que sus

observables pueden ser descritos, sino en gran medida a la colaboración teórica-experimental
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que permite contrastar sus predicciones teóricas con las mediciones experimentales y encontrar

un excelente acuerdo. No obstante, es necesario hacer mención que en la actualidad, existen

interrogantes fundamentales a las cuales el Modelo Estándar, aún no tiene respuesta. El

problema cosmológico, la enerǵıa y materia oscura, el problema de jerarqúıa, la masa de los

neutrinos entre otras, hace pensar a la comunidad cient́ıfica internacional que hay un camino

largo que recorrer para encontrar la última teoŕıa de la naturaleza.

La primera gúıa en la construcción del Modelo Estándar fue obtenida gracias al descubri-

miento del electrón por parte de J. J. Thomson, donde se abrió un nuevo panorama para la

descripción de los elementos de nuestro entorno [2]. El descubrimiento del núcleo atómico

conformado por protones (p) [3] y neutrones (n) [4] extendió el panorama de las interacciones

fundamentales, al traer consigo nuevas teoŕıas que reǵıan lo que ocurŕıa a dichas escalas y

donde los observables no pod́ıan entenderse con la teoŕıa electromagnética ni las leyes de

Newton. Posteriormente, los inconvenientes del sector electrodébil y fuerte fueron tomando

mayor relevancia en las mediciones experimentales, tornando los años de 1900’s cruciales para

definir lo que hoy se conoce como el Modelo Estándar.

De esta manera, no sólo se desarrolló una nueva teoŕıa para estudiar las fuerzas involucradas

dentro del átomo, si no que también se impulsó el avance de los experimentos y equipos

necesarios para descubrir dichas part́ıculas. A la par, una vez descubriertas las part́ıculas se

procedió a clasificarlas y entender las ecuaciones que las gobiernan. En general, el Modelo

Estándar consta de tres grandes grupos de part́ıculas (Figura 1.1): bosones escalares (esṕın

cero), fermiones (esṕın 1/2) y bosones vectoriales (esṕın 1). Cada uno de ellos presentan

propiedades y caracteŕısticas únicas, que serán descritas a continuación.

1.2. La materia y los fermiones

Una de las grandes clasificaciones para las part́ıculas del Modelo Estándar son los fermiones,

éstos están distribuidos en dos grupos: los leptones y los quarks. Son llamados aśı por obedecer



1.2. LA MATERIA Y LOS FERMIONES 3

Figura 1.1. Clasificación de las part́ıculas del Modelo Estándar: i) fermiones
(anillo exterior), ii) bosones vectoriales (anillo intermedio) y iii) bosones
escalares (parte central).

a la estad́ıstica de Fermi-Dirac y el principio de exclusión de Pauli1. En el Modelo Estándar

los fermiones son los reponsables de los estados condensados de la materia, unidos por las

part́ıculas mediadoras de las fuerza, los bosones vectoriales. Gracias a las diferentes formas

en las que los fermiones pueden combinarse para formar otras estructuras más complejas, y

debido a las caracteŕısticas de cada tipo de estructura depende fuertemente de los fermiones

constituyentes, se dice que la materia está caracterizada por los fermiones constituyentes.

1.2.1. Los quarks

Los quarks fueron propuestos por Gell-Mann y Zweig en 1964 [5–7]. Ellos escribieron

en su modelo que las part́ıculas como el protón, neutrón, pión, etc., no eran más que

estados condensados de part́ıculas sub-atómicas a quienes nombró como quarks. En 1964, el

descubrimiento de la part́ıcula Ω− posicionó al modelo de quarks, basado en el grupo SU(3)c,

como la explicación más viable para entender a los hadrones, estados condensados de tres

quarks llamados bariones (qqq) o pares quark-antiquark llamados mesones (qq̄). A lo largo

1El principio de exclusión de Pauli establece que dos part́ıculas con esṕın semientero no pueden encontrarse
en el mismo estado cuántico.
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de los años subsecuentes, se descubrieron los seis quarks que conforman el Modelo Estándar.

A los “sabores” de los quarks se les conoce dentro de la f́ısica de part́ıculas como: up (u),

down (d), charm (c), strange (s), top (t) y bottom (b). Éstos seis, pueden agruparse a pares

y acomodarlos para que transformen bajo el grupo SU(2)L; a esta agrupación se le conoce

como familias de quarks.

En cada pareja de ellos dentro de una familia, encontraremos a uno con carga −1/3 e

(tipo down) y otro con carga +2/3 e (tipo up), donde e representa la carga fundamental

del electrón. Como puede apreciarse, sus cargas eléctricas no son un múltiplo entero de e

sino fracciones de ella, esta fue una de las propuestas controversiales hechas en el Modelo

de Gell-Mann y Zweig. Actualmente, son las únicas part́ıculas conocidas hasta ahora que

satisfacen esta caracteŕıstica. Continuando con el análisis de la carga eléctrica, al agrupar tres

quarks se pueden formar los nucleones, es decir el protón (uud) o el (udd) neutrón. Además,

puede entenderse cómo es que a pesar de que individualmente, tienen una carga eléctrica

no entera, este modelo puede acomodar a la perfección las cargas eléctricas para protones y

neutrones.

Los quarks poseen también su antipart́ıcula asociada llamada antiquark los cuales son

representados por q̄ de manera general. Aśı, para cada quark se le añade una barra a su

respectivo śımbolo (ū, d̄, c̄, s̄, t̄, b̄). Como es común para las antipart́ıculas, sus propiedades

intŕınsecas son las mismas que en la part́ıcula original exceptuando a la carga elećtrica, la

cual es igual en magnitud pero de signo contrario [8].

Además de la agrupación en familias, existen otras caracteŕısiticas que son propias de

los quarks entre las cuales están la masa, la carga de color y el esṕın, véase Tab. 1.1. Los

quarks al ser part́ıculas masivas presentan interacciones con las cuatro fuerzas fundamentales,

ver Tab. 1.2: la fuerza gravitacional, la fuerza electromagnética, la fuerza débil y fuerza

fuerte23 . Asimismo, los quarks pueden tener las tres cargas de color principales asociadas el

2En el caso del Modelo Estándar la fuerza gravitacional no es introducida debido a que es la más débil de
las cuatro.

3En cuanto a la fuerza relativa, cada interacción conlleva a una constante de acoplamiento, la cual
determina la magnitud de la fuerza en cada interacción. Algunos ejemplos son G en la fuerza gravitacional y
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Quarks Masa Carga Número Isosṕın Hipercarga
(MeV/c2) (e) Bariónico débil débil

up 2.3 ± 0.5 +2/3 1/3 +1/2 +1/3
down 4.8±0.3 −1/3 1/3 −1/2 +1/3
charm 1,275±25 +2/3 1/3 +1/2 +1/3
strange 95±5 −1/3 1/3 −1/2 +1/3
top 173,000±80 +2/3 1/3 +1/2 +1/3

bottom 4,180±30 −1/3 1/3 −1/2 +1/3

Tabla 1.1. Tabla de los seis quaks asociados a algunas de sus caracteŕısticas principales. Las
masas están expresadas en mega electronvolts y la carga eléctrica en fracciones de la carga
del electrón.

grupo SU(3)c: rojo, azul y verde; de la misma manera, los antiquarks poseen las tres cargas

de anticolor: anti-rojo, anti-azul y anti-verde. De tal manera que la formación de estados

condensados satisface la condición de formar estados sin color o blancos; la f́ısica asociada al

grupo SU(3) es denominada como la f́ısica del color o también conocida como Cromodinámica

Cuántica (QCD por sus siglas en inglés).

Interacción Mediadores
Fuerza
relativa

Potencial

Débil Bosones Z y W 1033 1
r
e−mW,Z r

Fuerte gluones 1038 ∼ r
Gravitatoria gravitones (hipotéticos) 1 1

r2

Electromagnética fotones 1036 1
r2

Tabla 1.2. Tabla de interacciones para las cuatro fuerzas elementales.

1.2.2. Los leptones

Los leptones son el otro subgrupo de part́ıculas que, junto a los quarks, integran a los

fermiones. Poseen caracteŕısticas dinámicas similares, ya que también satisfacen la estad́ıstica

de Fermi-Dirac y el principio de exclusión de Pauli, poseen esṕın 1/2, existen seis de ellos

y se agrupan en familias. No obstante, existen dos diferencias fundamentales: i) no poseen

ke en la fuerza electrostática.
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carga de color y al no poseer carga de color no conforman estados condensados de SU(3)c y,

ii) poseen carga entera.

Al hablar de este tipo de part́ıculas también podemos definir a seis tipos de ellos llamados

“sabores”. Los seis sabores de leptones son: electrón (e−), muón (µ−), tau (τ−), electrón-

neutrino (νe), muón-neutrino (νµ) y tau-neutrino (ντ ). Análogamente como con los quarks,

las familias están conformadas por un par (ℓ−, νℓ), con ℓ = {e, µ, τ}, que transforma bajo el

grupo SU(2)L del Modelo Estándar. Además, existen sus antipart́ıculas que se diferencian de

la carga opuesta4. Un resumen de las propiedades de los leptones puede encontrarse en la

Tab. 1.3.

Leptones Śımbolo Carga Masa
(e) (MeV/c2)

electrón e− −1 0.510
muón µ− −1 105.658
tau τ− −1 1,776.84

neutrino del electrón νe 0 < 2.2×10−6

neutrino del muón νµ 0 <0.17
neutrino del tau ντ 0 <15.5

Tabla 1.3. Tabla de los seis leptones del Modelo Estándar y algunas de sus propiedades
principales. [9–11]

1.3. Interacciones y los bosones vectoriales

La sección anterior describió a las part́ıculas que conforman la materia, los fermiones. En

esta sección hablaremos de las posibles interacciones que presentan entre ellas y las part́ıculas

que med́ıan dichas interacciones, los bosones vectoriales. Hemos comentado que las part́ıculas

se acomodan en representaciones de los grupos de simetŕıa SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y . Esto

significa que existen 8 generadores del grupo de SU(3)c, 3 generadores del grupo SU(2)L y un

generador del grupo U(1)Y y a cada generador se le asocia un bosón vectorial para preservar

4Los neutrinos al ser eléctricamente neutros son su misma anti-part́ıcula.
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la simetŕıa de norma5. En el caso de SU(3)c, los 8 bosones vectoriales son los causantes de la

estabilidad del núcleo átomico, ya que mantienen “pegados” a los nucleones, la fuerza tiene

que ser más fuerte que la repulsión electromagnética y por eso se dice que estos bosones

vectoriales son los mediadores de la fuerza fuerte. A estas part́ıculas se le conoce como gluones

y se denotan como g.

Los grupos de simetŕıa de SU(2)L × U(1)Y presentan un rompimiento de simetŕıa, pero

manteniendo una ley de conservación fundamental, la conservación de la carga eléctrica, Q.

Esto se representa como,

SU(2)L × U(1)Y → U(1)Q . (1.1)

Con respecto a los mediadores de la fuerza, se dice que cuando los 4 bosones vectoriales se

encuentran, la simetŕıa no está rota, y representan estados no f́ısicos, mientras que cuando la

simetŕıa se rompe, generarán estados f́ısicos. Es decir, si asociamos a SU(2)L, los bosones

vectoriales W i
µ, con i = 1, 2, 3, y para U(1)Y el bosón vectorial Bµ, estos cuatro estados no

f́ısicos generarán cuatro estados f́ısicos, W+
µ , W−

µ , Z0
µ y Aµ. Es decir,

{W 1
µ ,W

2
µ ,W

3
µ , Bµ} → {W+

µ ,W
−
µ , Z

0
µ, A

+
µ } . (1.2)

Las part́ıculas W±
µ son bosones vectoriales que med́ıan corrientes cargadas, Z0

µ es el

responsable de las corrientes neutras, los tres son los responsables de las interacciones

débiles y, finalmente, Aµ el campo vectorial asociado al electromagnetismo, el fotón. Algunas

propiedades de estas part́ıculas pueden encontrarse en la Tab. 1.4.

5En general, un grupo SU(N) posee N2 − 1 generadores.
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Bosones Śımbolo Carga Masa
vectoriales (e) (GeV/c2)

gluón g 0 < 1.3× 10−3

Bosón W positivo W+
µ +1 80.377± 0.012

Bosón W negativo W−
µ −1 80.377± 0.012

Bosón Z neutro Z0
µ 0 91.1876 ± 0.0021

Fotón Aµ 0 < 10−27

Tabla 1.4. Tabla de los seis leptones del Modelo Estándar y algunas de sus propiedades
principales.

1.4. Generación de masas y el bosón de Higgs

Tal y como describimos en las secciones anteriores, hablamos sobre part́ıculas de masa y

part́ıculas mediadoras. Pero no tendŕıamos part́ıculas masivas de no ser por el mecanismo de

Higgs, el cual es el encargado de proporcionarle masas a las part́ıculas [12,13]. A partir de

aqúı, nos daremos a la tarea de explicar de manera sencilla el mecanismo de Higgs.

Las ideas detrás del mecanismo de Higgs era el problema de la masa de las part́ıculas. El

modelo de Gell-Mann y Zweig, utilizaba un grupo de simetŕıa SU(3)c, requeŕıa invocar a este

grupo para entender a los estados condensados con masa. A su vez, implicaba la existencia de

bosones vectoriales no masivos, que mantuvieran la estabilidad del núcleo atómico. Todas

las part́ıculas encontradas eran fermiones y, por tanto, eran regidas por el Lagrangiano de

Dirac [14],

LD = ψ̄(i ̸∂ −m)ψ = 0 , (1.3)

con ̸∂ ≡ γµ∂µ y γµ las matrices de Dirac (ver Apéndice A), y ψ̄ = ψ†γ0. Esto significaba que

la simetŕıa quiral SU(2)L imped́ıa escribir el término,

mψ̄ψ = m(ψ†
RψL + ψ†

LψR) (1.4)

implicando que, si se realiza una transformación únicamente de SU(2)L sobre la componente
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Figura 1.2. Representación del potencial de Higgs.

quiral izquierda, el término del lagrangiano violaŕıa la invariancia de norma SU(3)c×SU(2)L×

U(1)Y , por lo tanto cualquier término de mas estaŕıa prohibido en esta teoŕıa. Todo parećıa

indicar que, si la teoŕıa de grupos nos ayudaŕıa a entender la f́ısica de lo más elemental,

ésta debeŕıa tener algún mecanismo de generación de masas. Este mecanismo fue propuesto

en 1964 por Peter Higgs, François Englert y Robert Brout, pero es llamado generalmente,

Mecanismo de Higgs.

La idea es hasta cierta medida muy simple, consiste en considerar que la f́ısica del sistema

no es aquella descrita en la posición de mayor simetŕıa, debido a que es una situación inestable,

sino que la f́ısica que la naturaleza nos manifiesta es aquella que está descrita desde otro marco

de referencia, donde la simetŕıa se ha roto. Para esto, dichos investigadores consideraron un

lagrangiano con un campo escalar extra, el campo de Higgs, ϕ. Dicho campo permea todo el

espacio pero tiene un potencial expresado gráficamente en la Fig. 1.2.

Este potencial presenta un equilibrio inestable en ℜ(ϕ) = ℑ(ϕ) = 0; es en este punto donde

se escribe la teoŕıa del Modelo Estándar, donde todos los campos respetan la simetŕıa de norma

SU(3)c × SU(2)L × U(1)Y y en consecuencia todos son no masivos. Sin embargo, cualquier

fluctuación cuántica hará que la part́ıcula de Higgs caiga al mı́nimo estable, y es en ese

punto donde el Modelo Estándar se manifiesta en la naturaleza. Ah́ı, los campos fermiónicos

adquieren masa, los campos vectoriales también, incluso el bosón de Higgs adquiere una masa

y, más aún, las interacciones entre ellos es bien entendida en la F́ısica de Altas Enerǵıas.
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Figura 1.3. Representación diagramática de las interacciones permitidas en
el Modelo Estándar después del rompimiento espontáneo de la simetŕıa [15].

Algunas part́ıculas no adquieren masa en este mecanismo, como lo son el fotón, el gluón y

los neutrinos, todo consistente con la fenomenoloǵıa del momento en el que fue propuesta.

Finalmente, este mecanismo posee una caracteristica fundamental y es que los acoplamientos

y reglas de cómo interactúan todas las part́ıculas es predicha con mucha certeza y es aśı como

se manifiesta en la naturaleza. Esta representación puede observarse en la Fig. 1.3.

Finalmente, de esta representación gráfica es preciso notar que el campo de Higgs presenta

interacciones con todas las part́ıculas masivas del Modelo Estándar, incluso consigo misma.

Aśı, se dice que el Mecanismo de Higgs es indispensable para entender la masa de todas las

part́ıculas ya que inclusive no se acopla con los neutrinos, el fotón y el gluón, haciendo toda

la teoŕıa consistente.

Concluiremos este caṕıtulo con una de las principales motivaciones de esta tesis, la

imposibilidad de entender la f́ısica hadrónica únicamente con las conceptos mencionados hasta

ahora. Como se ha mencionado, el protón es una part́ıcula que en el modelo de Gell-Mann

y Zweig era entendida como el estado condensado de tres quarks (uud), es decir, un barión.

Para este estado se conoce que la masa es de aproximadamente 938.27 MeV/c2, y la suma de
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las masas de los tres quarks no supera los 10 MeV/c2, una enorme discrepancia. La generación

de masas en la f́ısica hadrónica no puede ser igual que aquella que se presenta de las part́ıculas

fundamentales libres, porque en los bariones y mesones éstos se encuentran fuertemente

ligados y algún efecto del confinamiento debe manifestarse en la masa f́ısica medida. Por

otro lado, los hadrones, dependiendo de sus caracteŕısticas dinámicas pueden acoplarse de

cuatro formas distintas, dando pie a la clasificación de escalares, pseudoescalares, vectores y

axial-vectores. Pero, a diferencia de las reglas asociadas a las part́ıculas libres, en un estado

condensado, ¿cuál es la regla de interacción entre los quarks ligados y el exterior con los

fotones? por ejemplo. Esta interacción no es clara y debe ser modelada de alguna manera.

Además, la f́ısica hadrónica se basa en que la QCD tiene un fenómeno de confinamiento,

que se mencionará en el caṕıtulo siguiente, aún no entendido del todo y requiere modelos

motivados fenomenológicamente que nos ayuden a entender discrepancias que aparecen en

los colisionadores como JLab, RHIC, BNL, etc. De esta manera, en esta tesis abordaremos

el modelo de Interacción de Contacto. En este modelo es posible calcular masas de quarks

ligados (masas vestidas), masas de hadrones, procesos de interacción entre fotones y hadrones

y transiciones de estados hadrónicos emitiendo un fotón. El estudio de estos procesos de

transición son los relevantes para este trabajo.



12 CAPÍTULO 1. PARTÍCULAS ELEMENTALES Y EL MODELO ESTÁNDAR



Caṕıtulo 2

QCD y la F́ısica Hadrónica

Las part́ıculas elementales del Modelo Estándar son estudiadas en los colisionadores de

part́ıculas a altas enerǵıas. En ellos, reacciones violentas ocurren cuando la enerǵıa transferida

es de alrededor de unos cientos de GeV hasta unos TeV. No obstante, en el régimen cuando

la enerǵıa transferida es de algunas decenas de GeV, a estos niveles energéticos no se ha

determinado del todo la f́ısica intŕınseca de la naturaleza. Si bien, todav́ıa no sabmos cual

modelo es el definitivo, el más aceptado es el Modelo Estándar. En particular a este régimen

energético, nos es útil utilizar diferentes modelos matemáticos para entender uno de los

comportamientos del sector de SU(3)c del Modelo Estándar, el confinamiento. Para hablar del

confinamiento, es necesario abordar con más detalle la teoŕıa de SU(3)c o la Cromodinámica

Cuántica (QCD por sus siglas del inglés).

2.1. Cromodinámica Cuántica

La Cromodinámica Cuántica es una teoŕıa cuántica de campos basada en el grupo de

simetŕıa SU(3) que contiene como campos fundamentales a los quarks y los gluones únicamente.

Con el objetivo de entender la construcción matemática de éste veamos cómo se construye

para estructuras matemáticas más simples y que tienen una realidad f́ısica bien entendida, la

Electrodinámica Cuántica (QED por sus siglas en inglés).
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La QED es la teoŕıa que describe la interacción de electrones y fotones. Su dinámica fue

entendida matemáticamente al imponer en al Lagrangiano de Dirac una simetŕıa de norma,

la simetŕıa U(1).

Consideremos la Lagrangiano de Dirac,

LD = ψ̄(i ̸∂ −m)ψ, (2.1)

con ψ representando campos fermiónicos con masa m, en el caso de la QED electrones y para

la QCD serán los quarks. Este lagrangiano es invariante bajo la transformación de fase,

ψ → exp(i q α)ψ (2.2)

donde q es una constante, que posteriormente identificaremos como la carga eléctrica, y α

el parámetro infinitesimal de la transformación independiente del espacio-tiempo, es decir,

α ̸= α(x). Si ahora se pide la invariancia local, conocida también como invariancia de norma,

el Lagrangiano de Dirac, Ec. (2.1) , no es invariante bajo la transformación local,

ψ → exp(i q α(x))ψ (2.3)

ya que el parámetro α ahora dependerá de las coordenadas espacio-temporales, es decir

α = α(x), se obtendrá que,

δLD ≡ L′
D − LD = −q ψ̄γµψ ∂µα(x) . (2.4)

Para recuperar la invariancia bajo la transformación de fase local, U(1), es necesario

modificar la definición de la derivada de tal manera que al realizar la transformación se
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mantenga que δLD = 0. Se define entonces la derivada covariante como,

Dµ ≡ ∂µ − i q Aµ (2.5)

donde Aµ es un campo de norma que ayudará a reestablecer la invariancia de simetŕıa, este

campo será identificado como el fotón en la QED. Aśı, el Lagrangiano de Dirac tomará la

forma,

LD = ψ̄(i D̸ −m)ψ . (2.6)

Para mantener la invariancia, es necesario que el campo Aµ transforme como,

Aµ → Aµ + ∂µα(x) . (2.7)

Aśı, las relaciones dadas por Ec. (2.3), Ec. (2.5) y Ec. (2.7) serán las reglas de la transformación

de norma del grupo U(1), que mantienen a la Ec. (2.6) invariante, es decir,

δLD = 0 , (2.8)

dando lugar aśı, a una ley de conservación fundamental en la f́ısica, la conservación de la

carga eléctrica, Q. Es por este motivo que el grupo de simetŕıa de la QED se representa como

U(1)Q.

Con respecto al campo auxiliar Aµ, es preciso asociarle una dinámica para que sus

ecuaciones de movimiento no sean triviales. El lagrangiano que preserva la invariancia U(1)Q

es el de Maxwell,

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν (2.9)
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con el tensor de Maxwell definido como,

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ . (2.10)

Las reglas de transformación expresadas con anterioridad preservan también que,

δLMaxwell = 0 (2.11)

y como consecuencia adicional, el término de masa m2
AAµA

µ es prohibido, ya que viola la

simetŕıa de U(1)Q. Es decir, una consecuencia de pedir la invariancia local de U(1)Q al

Lagrangiano de Dirac genera la necesidad de introducir un campo auxiliar sin masa. Es por

este motivo que la QED está sostenida de la invariancia de norma de U(1)Q a través del

lagrangiano,

LQED = LD + LMaxwell . (2.12)

Para concluir, podemos notar que si expandimos el lagrangiano, se tiene que

LQED = ψ̄(i ̸∂ −m)ψ − 1

4
(∂µAν − ∂νAµ)(∂

µAν − ∂νAµ) + q ψ̄γµψAµ , (2.13)

donde el primer y segundo términos nos proporcionarán las reglas de propagación de los

campos ψ y Aµ, y el tercer término involucra el producto de tres campos, que se interpreta

como el término de interacción entre ψ y Aµ. Este último término nos conlleva a identificar la

única regla de Feynman asociada a la QED y que está representada en la Fig. 2.1.

La Cromodinámica Cuántica es una teoŕıa similar a la QED pero donde la simetŕıa

impuesta es no abeliana. Aunque el concepto de preservar la simetŕıa es el mismo, existen

sutilezas que manifiestan una f́ısica completamente diferente a la QED 1.

1En este documento se procederá a una revisión rápida de éste aunque el lector interesado puede consultar
la Ref. [16].
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µ

β

α

= iq(γµ)αβ . (2.14)

Figura 2.1. Regla de Feynman para la interacción entre electrones y fotones
en la QED. Donde µ es un ı́ndice de Lorentz y los indices α y β son ı́ndices
espinoriales.

La QCD tiene un lagrangiano que se construye de manera muy similar a la QED, este

tiene la forma,

LQCD = Lq + Lg , (2.15)

donde

Lq =
6∑

j=1

ψ̄j(i D̸ −m)ψj , (2.16)

Lg = −1

4

8∑
a=1

Ga
µνG

aµν . (2.17)

En las expresiones anteriores se ha mantido expĺıcitamente la suma sobre los 6 sabores de

quarks y los 8 gluones. Aunque tiene la misma forma que LQED, debemos notar que debido

al carácter anticonmutativo, la derivada covariante y el tensor de esfuerzos toman ahora la

forma,

Dµ = ∂µ − i gS T
aAa

µ , (2.18)

Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gS f

a
bcA

b
µA

c
ν , (2.19)

donde gS es la constante del grupo SU(3)c
2 y T a los generadores del grupo SU(3)c que

2El sub́ındice “S”hace referencia a la mediación de la fuerza fuerte (por sus siglas en inglés).
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satisfacen el álgebra de Lie,

[T a, T b] = ifabcT c , (2.20)

con fabc las constantes de estructura del grupo de simetŕıa. Además, es necesario mencionar

que para preservar la simetŕıa de norma, los campos de los quarks y gluones deben transformar

como,

ψj → exp(i gS α
aT a)ψj , (2.21)

Aa
µ → Aa

µ + ∂µα
a − gSf

a
bcα

bAc
µ , (2.22)

donde se ha utilizado en las expresiones anteriores la convención de suma de Einstein.

El lagrangiano de la QCD puede ser expandido para analizar, al igual que hemos hecho en

la QED, término a término con el fin de darle una interpretación. Del análisis de cada uno se

obtendrá que las ecuaciones de movimiento de los quarks y los gluones serán análogas a las

de los electrones y fotones de la QED. Sin embargo emergerán dos interacciones no abelianas,

las auto-interacciones entre tres y cuatro gluones provenientes de la expansión del término

Ga
µνG

aµν . Las reglas de interacción entre quarks y gluones son esquematizadas en la Fig. 2.2.

Las reglas asociadas a las teoŕıas cuánticas de campos, también conocidas como Reglas de

Feynman, son cruciales para el entendimiento de la evolución dinámica de los parámetros de

la teoŕıa. En particular, para la QCD los vértices de auto-interacciones de gluones, conocidos

como vértices no-abelianos, provocan que la evolución de la constante gS con la enerǵıa Q2

sea de la forma,

dgS
dt

= −bS
g3S

16π2
(2.23)

con t = log(Q/Q0), Q0 una escala arbitraria y bS = 11− 4nf/3 y nf el número de familias3. Si

3Esta relación es a primer orden en la teoŕıa pertubativa de la QCD.
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α, a

β, b

γ, c

k1
k2

k3

= −gSfabc
[
gαβ(k1 − k2)

γ + gβγ(k2 − k3)
α + gγα(k3 − k1)

β
]

α, a β, b

γ, cδ, d

= ig2S

 fabef cde(gαγgβδ − gαδgβγ)
+facef bde(gαβgγδ − gαδgγβ)
+fadef bce(gαβgδγ − gαγgδβ)



a, µ

i

j

= igSγ
µTa

ij

Figura 2.2. Reglas de Feynman para las interacciones entre quarks y gluones
en la QCD.

comparamos este número con la el cálculo puramente abeliano, es decir con la QED, se tiene

que el resultado al mismo orden en la teoŕıa perturbativa seŕıa, b1 = −4nf/3− 1/10 lo cual

corresponde a un valor siempre negativo, mientras que en la QCD, bS > 0 [17, 18]. Esto causa

una enorme diferencia fenomenológica y es una de las pruebas contundentes de que la QCD

es una teoŕıa fundamental de la naturaleza [19]. La Fig. 2.3 muestra el comportamiento con

la enerǵıa que tiene la constante αS ≡ g2S/(4π) y el acuerdo que tiene la teoŕıa con los datos

experimentales es bastante bueno4. Más aún, es apartir de este resultado que puede entenderse

las dos caras de la QCD, la libertad asintótica y el confinamiento. La libertad asintótica

ocurre cuando la constante de la fuerza fuerte ha sido reducida considerablemente tal que los

4En el gráfico, la predicción teórica considera no sólo cálculos a primer orden en la QCD sino también
cálculos de más alto orden.
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Figura 2.3. Evolución de la constante de acoplamiento de la fuerza fuerte
con la enerǵıa.

quarks constituyentes se consideran libres. Por ejemplo, cuando una colisión violenta ocurre y

los enlaces son rotos de tal suerte que pueden moverse libremente, esto es cuando Q ≈ 103

GeV. Es por eso que los experimentos como el LHC, pueden confrontar sus resultados con la

teoŕıa perturbativa de la QCD ya que la constante de acoplamiento es todav́ıa “pequeña”.

Por otro lado, tenemos al confinamiento, donde los estados fundamentales no son los quarks y

gluones sino los hadrones. En esta región, la constante de acoplamiento entre los quarks y

gluones es “grande” y la teoŕıa perturbativa falla para proveer predicciones confiables. Es aśı

que debe tomarse con cuidado la extrapolación del régimen perturbativo al no-perturbativo

ya que es posible cometer errores en la interpretación de los resultados.

A partir de ahora, la F́ısica que nos interesa describir será la f́ısica de los grados de

libertad fuertemente ligados, los hadrones. Para eso, introduciremos el concepto de Hadrones

los diferentes tipo y el Modelo de partones para su clasificación en el Modelo de quarks de

Gell-Mann y Zweig.
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2.2. Hadrones

En el caṕıtulo anterior nos introdujimos en el concepto de las part́ıculas elementales, sus

clasificaciones y las caracteŕısticas de las mismas. Sin embargo, existe otro tipo de clasificación

para las part́ıculas que conforman estados fuertemente ligados, estos son llamados “Hadrones”.

El modelo de quarks de Gell-Mann y Zweig propońıa la existencia de estos estados. En

este modelo, las part́ıculas fuertemente interactuantes sólo pod́ıan agruparse de dos maneras:

mesones y bariones. Propońıa también que no pod́ıa existir estados con cuatro quark y cinco

quarks [20], los cuales están en cont́ınua búsqueda en los colisionadores de part́ıculas [21–23].

A continuación introduciremos los conceptos de mesones y bariones y las part́ıculas que

corresponden a cada grupo.

2.2.1. Mesones

Se define a los mesones como un tipo de part́ıcula compuesta de un par quark-antiquark

(qq̄′), ellos están ligados gracias a la interacción fuerte de la QCD. Pertenecen a la familia de los

bosones5 y al estar compuestos por quarks, interactúan con las cuatro fuerzas fundamentales.

La Tab. 2.1 muestra algunos mesones y algunas propiedades como: los quarks constituyentes,

el tipo de interacción y su masa.

Como puede observarse en la Tab. 2.1, existen diferentes tipos de mesones. Previamente

se enlistan algunos que perteneces a los pseudoescalares y vectoriales pero también existen los

escalares y axial-vectoriales.

Vamos a definir a todos estos tipos de mesones. Empecemos por el mesón escalar, el cual

es aquel cuyo momento angular total (denotado con J) es 0. El momento angular total es

la suma del esṕın (S) y de su momento angular orbital (L). Un mesón al ser una particula

compuesta de fermiones es preciso recordar que éstos tienen esṕın 1/2. De esta manera el

esṕın del mesón puede ser S = 1 o S = 0. Dicho esto, en el caso del mesón escalar, tanto el

esṕın como su momento angular orbital son ambos 0.

5Su ecuación de movimiento es la Ecuación de Klein-Gordon.
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Mesón Śımbolo Antipart́ıcula
Part́ıculas que

Tipo
Masa en reposo

lo forman (MeV/c2)
Pion

π+ π− ud̄

Pseudoescalar

139.57018±0.00035
cargado
Pion

π0 π0 uū o dd̄ 134.9766±0.0006
neutro
Kaon K+ K− us̄ 493.677±0.016
Kaon K0 K̄0 ds̄ 497.614±0.024
Rho

ρ+ ρ− ud̄

Vector

775.4±0.4
cargado
Rho

ρ0 ρ0 uū o dd̄ 775.49±0.34
neutro
Omega ω ω uū o dd̄ 782.65±0.12
Phi ϕ ϕ ss̄ 1019.445±0.020
D D+ D− cd̄ 2010.27±0.17

J/Psi J/ψ J/ψ cc̄ 3096.916±0.011
Upsilon Υ Υ bb̄ 9460.30±0.26

Tabla 2.1. Algunos de los mesones principales y sus caracteŕısticas [24–27].

El momento angular orbital se debe al movimiento de un quark alrededor del otro.

Análogamente al momento angular orbital clásico definido como el producto cruz de la

posición y el momento lineal, ahora definimos un producto cruz entre un operador de posición

y el operador de momento lineal. Debido a su naturaleza, el momento angular orbital del

mesón es un operador también y al estar en terreno de la Mecánica Cuántica, los valores

obtenidos son cantidades cuantizadas.

Otra de las caracteŕısticas del mesón escalar es que posee paridad par. En términos f́ısicos,

nos referimos a la transformación de paridad a aquella que invierte el signo al efectuar la

transformación espacial. Una paridad par es aquella que deja invariante al objeto matemático

en cuestión al invertir el signo de las coordenadas. En cambio, la paridad impar invierte

también el signo del objeto matemático a tratar. Expĺıcitamente, si P̂ es el operador de

paridad y ϕ la función de onda de un mesón, se dice que ϕ es un mesón con paridad par si,

P̂ϕ = +ϕ , (2.24)
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y es impar si,

P̂ϕ = −ϕ . (2.25)

En su mayoŕıa, los mesones escalares son observados en procesos de aniquilación protón-

antiprotón, en dispersiones mesón-mesón y en decaimientos de mesones vectoriales.

Lo importante de haber detallado previamente las caracteŕısticas de los mesones escalares,

es que éstos conceptos nos ayudarán a caracterizar a los otros tipos de mesones. Por ejemplo, el

mesón pseudoescalar es aquel que posee momento angular total igual a 0 y paridad impar. El

mesón vectorial es aquel que posee momento angular total igual a 1 al igual que el axial-vector,

sin embargo, ambos tienen paridad contraria siendo paridad par para el mesón vectorial e

impar para el mesón axial-vector. Estas caracteŕısticas nos servirán más adelante cuando

obtengamos los factores de forma de transición de mesones vectoriales a pseudoescalares. De

momento estas caracteŕısticas están sintetizadas en la Tab. 2.2.

Tipo de mesón
Esṕın Momento angular Paridad Momento angular Notación
(S) orbital (L) total (P) total (J) (JP)

Pseudoescalar 0 0 − 0 0−

Axial-vector 0,1 1 + 1 1+

Vector 1 0,2 − 1 1−

Escalar 1 1 + 0 0+

Tabla 2.2. Números cuánticos de los tipos de mesones.

Además, es preciso mencionar que las caracteŕısticas dinámicas de cada uno son diferentes,

pero serán abordadas en un caṕıtulo posterior.

2.2.2. Bariones

Continuando con los hadrones, otra subcategoŕıa importante son los bariones. Ellos son un

tipo de part́ıculas subatómicas compuestas que poseen un número impar de quarks de valencia,
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que por lo general son tres 6. Este subgrupo también entra en la categoŕıa de fermiones debido

a su esṕın semi entero.

Barión Śımbolo Quarks
Masa I3 S Q JP

Decaimiento
(MeV/c2) (e)

Protón p+ uud 938.272 1/2 0 +1

1/2+

No observado
Neutrón n0 udd 939.565 1/2 0 0 p+ + e− + ν̄e

Lambda Λ0 uds 1 115.683 ±0.006 0 -1 0
p+ + π− o
n0 + π0

Sigma
Σ+ uus 1 189.37 ± 0.07 1 -1 +1

p+ + π0 o
n0 + π+

Σ0 uds 1 192.642 ± 0.024 1 -1 0 Λ0 + γ
Σ− dds 1 197.449 ± 0.030 1 -1 -1 n0 + π+

Xi
Ξ0 uss 1 314.86 ± 0.20 1/2 -2 0 Λ0 + π0

Ξ− dss 1 321.71 ± 0.07 1/2 -2 -1 Λ0 + π−

Delta

∆++(1232) uuu 1 232 ± 2 3/2 0 +2

3/2+

p+ + π+

∆+(1232) uud 1 232 ± 2 3/2 0 +1
π+ + n0 o
π0 + p+

∆0(1232) udd 1 232 ± 2
3/2 0 0 π0 + n0

π− + p+

∆−(1232) ddd 1 232 ± 2 3/2 0 -1 π− + n0

Sigma

Σ∗+(1385) uus 1 382.80 ± 0.35 1 -1 +1
Λ0 + π+ o
Σ+ + π0 o
Σ0 + π+

Σ∗0(1385) uds 1 383.7 ± 1.0 1 -1 0
Λ0 + π0 o
Σ+ + π− o
Σ0 + π0

Σ∗−(1385) dds 1 387.2 ± 0.5 1 -1 -1
Λ0 + π−

Σ0 + π− o
Σ− + π0

Xi
Ξ∗0(1530) uss 1 531.80 ± 0.32 1/2 -2 0

Ξ0 + π0 o
Ξ− + π+

Ξ∗−(1530) dss 1 535.0 ± 0.6 1/2 -2 -1
Ξ0 + π− o
Ξ− + π0

Omega Ω− sss 1 672.45± 0.29 0 -3 -1
Λ0 +K− o
Ξ0 + π− o
Ξ− + π0

Tabla 2.3. Bariones destacables y sus caracteŕısticas.

Los bariones también son fermiones que interactúan fuertemente, es decir, que sobre ellos

actúa la fuerza nuclear fuerte que mantiene unidos a los quarks. La mayor parte de la materia

6Se han descubierto y observado bariones exóticos compuestos de cinco quarks llamados pentaquarks [28–30].
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que conocemos del d́ıa a d́ıa es materia bariónica, como es el caso de los átomos. Al poseer

protones y neutrones los cuales están compuestos por tres quarks, entran perfectamente dentro

de la definición de bariones. Aśı, se dice entonces que un protón está compuesto de tres

quarks de valencia tipo uud mientras que el neutrón está compuesto de la combinación ddu.

Debemos puntualizar que, estas combinaciones no significan que no exista la probabilidad

de encontrar a otros sabores de quarks en el protón y en el neutrón, sino que únicamente

puntualiza el hecho de que éstos son los que proveen la carga a la part́ıcula en el estado final

y que tienen mayor probabilidad de ser encontrados en dichos bariones. En la Tab. 2.3 se

pueden apreciar algunos bariones conocidos, el contenido de quarks de valencia, masa, el

Isoesṕın (I3), Extrañeza (S), Carga eléctrica (Q), Momento total angular (J) y Paridad (P),

aśı como algunos decaimientos.

2.3. Modelo de Quarks

El modelo de quarks es una clasificación esquemática para los hadrones en términos de sus

quarks de valencia, es decir, los quarks que determinan los números cuánticos de los hadrones.

Este modelo subraya al grupo de sabor SU(3) o bien, el camino óctuple o del octete el

cual, logró clasificar esquemáticamente de manera compacta y consistente a los hadrones que

se fueron descubriendo entre los 50’s y 60’s. Este modelo fue propuesto por Murray Gell-Mann

y Yuval Ne’eman de manera independiente y simultánea en 1961 [5, 31].

En cuanto a su organización, la teoŕıa de grupos nos brinda las herramientas matemáticas

para el desarrollo de la misma. En cada caso, las part́ıculas están organizadas en mesones o

bariones, de los cuales, también están separados por su esṕın.

El entendimiento matemático del modelo de quarks radica en la teoŕıa de grupos. En ella,

los quarks están acomodados en las representaciones fundamentales del grupo SU(3) y serán

los bloques fundamentales de los hadrones de acuerdo a tres simples reglas:

los quarks tienen cargas fraccionarias,



26 CAPÍTULO 2. QCD Y LA FÍSICA HADRÓNICA

no existen en la naturaleza los quarks de manera libre,

sólo se combinan formando hadrones usando tres en la combinación |qq′q′′⟩ o dos en la

combinación |qq̄′⟩.

Originalmente, el modelo de quarks comenzó con los tres quarks más ligeros, u, d y s,

acomodándolos como,

|u⟩ =


1

0

0

 , |d⟩ =


0

1

0

 , |s⟩ =


0

0

1

 (2.26)

los cuales transforman bajo el grupo de SU(3) mediante las ocho matrices de Gell-Mann, λi,

definidas en el Apéndice A. Aśı, una transformación general de los campos de los quarks en el

espacio de SU(3), el espacio de color, será representada como,

|ψ′⟩ = exp(−iθaT a)|ψ⟩ , a = 1, · · · , 8, (2.27)

con T a ≡ λa/2 los generadores del grupo de SU(3) y θa los parámetros de la transformación.

Estos bloques fundamentales, para satisfacer las tres condiciones del modelo debeŕıan tener

ciertos números cuánticos, estos se encuentran en la Tab. 2.4.

Quark Isoesṕın (I3) Extrañeza (s) No. Bariónico (B) Carga eléctrica (Q)
|u⟩ 1/2 0 1/3 2/3
|d⟩ −1/2 0 1/3 −1/3
|s⟩ 0 −1 1/3 −1/3

Tabla 2.4. Números cuánticos de los quarks ligeros en el Modelo de Quarks.

Aprovechando el conocimiento de la teoŕıa de grupos, es posible entender la generación de

los hadrones usando una representación gráfica. En la Figura 2.4 se encuentra la representación

del triplete de quarks, denotado por 3, y el triplete de anti-quarks, 3̄. Esta representación

contempla en el eje horizontal a la componente I3 de isoesṕın y en el eje vertical a la
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Figura 2.4. Representación 3 para el triplete de quarks (derecha) y repre-
sentación 3̄ para el triplete de anti-quarks (izquierda).

componente de extrañeza, s 7. Con dicha elección gráfica, es posible entender cómo pasar de

un estado a otro gracias a los operadores de creación y aniquilación. Dado que las matrices de

Gell-Mann contienen en sus elementos subconjuntos de las matrices de Pauli, se definen,

I± =
1

2
(λ1 ± iλ2) (2.28)

V± =
1

2
(λ4 ± iλ5) (2.29)

U± =
1

2
(λ6 ± iλ7) (2.30)

donde el operador I± únicamente comunica entre los estados |u⟩ y |d⟩, V± comunica a los

estados |u⟩ y |s⟩ y U± comunica a los estados |d⟩ y |s⟩.

Las propiedades heredadas de SU(2) para suma de momentos angulares, son aplicadas

ahora para SU(3), pero con el objetivo de formar hadrones.

2.3.1. Octete de mesones

Una propiedad importante del Modelo de Quarks, es que al estar inmerso en una teoŕıa de

grupos, es posible entender cómo se creaban las part́ıculas, a nivel matemático de la misma

7Para obtener la representación 3̄ se cambia el signo de I3, s y Q.
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manera que se entiende la suma de momentos angulares de un sistema de dos part́ıculas con

esṕın 1/2.

Antes de pasar a los hadrones, recordemos que la representación de los esṕınes de las part́ıcu-

las están dentro del grupo SU(2). Al igual que en el isosesṕın, el esṕın puede representarse

por dos estados,

∣∣∣1
2
;+

1

2

〉
=

 1

0

 ≡ | ↑ ⟩ y
∣∣∣1
2
;−1

2

〉
=

 0

1

 ≡ | ↓ ⟩ , (2.31)

donde se ha usado la notación |s;ms⟩ con s el esṕın y ms la proyección del esṕın en la dirección

z, asignando a mz = +1/2 la proyección hacia arriba y a mz = −1/2 la proyección hacia

abajo.

En la teoŕıa de suma de momentos angulares, se tiene que al sumar dos espines 1/2, se

obtiene la representación triplete,

|1;+1⟩ = | ↑ ↑ ⟩ , (2.32)

|1; 0⟩ = 1√
2
(| ↑ ↓ ⟩+ | ↓ ↑ ⟩) , (2.33)

|1;−1⟩ = | ↓ ↓ ⟩ (2.34)

y la representación singlete

|0; 0⟩ = 1√
2
(| ↑ ↓ ⟩ − | ↓ ↑ ⟩) (2.35)

donde 2−1/2 es el factor de normalización8. Aśı, en términos de la teoŕıa de grupos, este

resultado puede ser expresado como,

2⊗ 2 = 3⊕ 1 . (2.36)

8Estas expresiones pueden extenderse a objetos más complejos y para ellos puede consultarse los coeficientes
de Clebsh-Gordan.
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Figura 2.5. Octete de mesones en el Modelo de Quarks [32].

Una propiedad interesante de triplete es que es simétrico ante el intercambio de la posición 1

con la posición 2, mientras que el singlete es antisimétrico ante la misma operación.

Entender la formación de estados ligados de quarks puede hacerse siguiendo la misma

metodoloǵıa que para la suma de momentos angulares. El Modelo de Quarks consta de

mesones, que son los estados ligados de un par quark-antiquark. Usando la teoŕıa de grupos,

se encuentra que la representación 3 de quarks con la representación 3̄ de los antiquarks,

genera los estados,

3⊗ 3̄ = 8⊕ 1 (2.37)

obteniendo la representación 8, conocida como octete, y un singlete. Utilizando las represen-

taciones gráficas de la Fig. 2.4, es posible entender que el octete de mesones está dado por la

Fig. 2.5.

Aśı, el octete puede acomodar a las part́ıculas de la Tab. 2.5 de acuerdo a su contenido

de sabor. Es importante mencionar que para la construcción de la función de onda de los

mesones, e incluso de los bariones, es preciso utilizar los coeficientes de Clebsh-Gordan, la

cual es la que proporciona información relevante para la fenomenoloǵıa hadrónica.
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Contenido de quarks I3 Q s B Part́ıculas
uū y dd̄ 0 0 0 0 π0 y η
ud̄ +1 +1 0 0 π+

dū −1 −1 0 0 π−

us̄ +1/2 +1 +1 0 K+

sū −1/2 −1 −1 0 K−

ds̄ −1/2 0 +1 0 K0

sd̄ +1/2 0 −1 0 K̄0

Tabla 2.5. Quarks constituyentes, números cuánticos y part́ıculas en el Octete de mesones
según el Modelo de Quarks.

2.3.2. Octete y Decuplete de bariones

Para el caso de los bariones se tiene que utilizar la combinación de tres representaciones 3.

De la teoŕıa de grupos, se obtiene que,

3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1 , (2.38)

dando lugar a la representación 10, conocida como el decuplete de bariones, dos represen-

taciones octetes, y un singlete. El octete de bariones es de crucial importancia ya que es a

través de él que tenemos la información del protón y del neutrón. En la Fig. 2.6 se presenta el

octete y el decuplete de bariones del Modelo de Quarks; además, en las Tabs. 2.6 y 2.7 se

presentan las part́ıculas del octete y decuplete de bariones según el Modelo de Quarks.

Contenido de quarks I3 Q s B Part́ıculas
uud +1/2 +1 0 1 p
udd −1/2 0 0 1 n
suu +1 +1 −1 1 Σ+

uds 0 0 −1 1 Λ0 y Σ0

dds −1 −1 −1 1 Σ−

ssu +1/2 0 −2 1 Ξ0

dss −1/2 −1 −2 1 Ξ−

Tabla 2.6. Quarks constituyentes, números cuánticos y part́ıculas en el Octete de bariones
según el Modelo de Quarks.

Podemos entonces notar que, si el modelo era correcto el Ω− debeŕıa existir, lo cual fue
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Contenido de quarks I3 Q s B Part́ıculas
uuu +3/2 +2 0 1 ∆++

uud +1/2 +1 0 1 ∆+

udd −1/2 0 0 1 ∆0

ddd −3/2 −1 0 1 ∆−

suu +1 +1 −1 1 Σ∗+

uds 0 0 −1 1 Σ∗0

dds −1 −1 −1 1 Σ∗−

ssu +1/2 0 −2 1 Ξ∗0

dss −1/2 −1 −2 1 Ξ∗−

sss 0 −1 −3 1 Ω−

Tabla 2.7. Quarks constituyentes, números cuánticos y part́ıculas en el Decuplete de bariones
según el Modelo de Quarks.

confirmado en 1964. No obstante la función de onda del Ω− era completamente simétrica,

contradiciendo la estad́ıstica de Fermi-Dirac, expresando que la función de onda de un fermión

es completamente antisimétrica. Aśı, la solución no fue muy elaborada, una función de onda

completamente simétrica puede conventirse en completamente antisimétrica multiplicándola

por un objeto antisimétrico. El objeto matemático seŕıa entonces el tensor antisimétrico de

Levi-Civita, εijk, de tal manera que,

|Ω−⟩ = εikj|uiujuk⟩ , (2.39)

solucionando el problema, y naciendo aśı la Cromodinámica Cuántica en la F́ısica Hadrónica.

En este trabajo consideramos hadrones con cinco sabores de quarks (u,d,s,c,b) y los

multipletes de SU(5) predichos por el modelo de quarks [5–7]. Como ejemplo, se presenta un

conjunto de mesones pseudoscalar correspondientes en la Fig. 2.7. En la Fig. 2.8 se presenta

un 15-plet y un singlete de mesones vectoriales compuestos por quarks u, d, s y c.

ΓV 1− ,µ = γ⊥µ EV (P ) , (2.40)
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Figura 2.6. Octete y Decuplete de bariones en el Modelo de Quarks.

Figura 2.7. El multiplete de los mesones pseudoscalar compuestos por
quarks u, ; d, ; s y c.

Figura 2.8. El multiplete de mesones vectoriales compuestos por quarks u,
d, s y c.
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En el próximo caṕıtulo veremos cómo se calculan las masas y los factores de forma de

estos múltipletes, utilizando las ecuaciones de Schwinger-Dyson (SDE por sus siglas en inglés)

y Bethe-Salpeter (BSE, por sus siglas en inglés).
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Caṕıtulo 3

Interacción de Contacto

En la F́ısica Hadrónica diversos procesos interesantes se encuentran bajo estudio en los

laboratorios como en el Thomas Jefferson National Accelerator Facility (JLab), el Relativistic

Heavy Ion Collider (RHIC) y en el futuro Electron Ion Collider (EIC). En dichos experimentos,

se espera analizar la estructura hadrónica pero en el régimen de bajas enerǵıas de la QCD,

donde el modelado es crucial para el entendimiento de las reacciones en ellos.

En esta tesis, empleamos un modelo de interacción de contacto (CI), que se caracteriza

por su simplicidad y eficiencia. Este modelo es capaz de replicar la dinámica de QCD en el

régimen infrarrojo, generando el espectro de masas de los mesones y bariones en su estado

fundamental y algunas excitaciones radiales, al incorporar las caracteŕısticas fundamentales de

la QCD en el infrarrojo, tales como el confinamiento y la ruptura espontánea de simetŕıa de

la simetria quiral (DCSB). Varios estudios previos han utilizado el modelo CI para el análisis

de masas de mesones, como se detalla en la Tabla 3.1.

En este trabajo, definimos la CI como una interacción que preserva la simetŕıa vector ×

vector basada en un propagador del gluón el cual es independiente del momento. El resultado

de esto, son cuatro quarks interactuando en cierto punto del espacio-tiempo. Aprovecharemos

esta aproximación para entender la extracción de los Factores de Forma Electromagnéticos y

de Transición de diferentes mesones.
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Tabla 3.1. Lista de mesones cuyas masas han sido estudiadas a través de un tratamiento
SDE/BSE que preserva las simetŕıas utilizando una CI.

Mesones Pseudoescalares Ref. Mesones Escalares Ref.

π [33–35], K, hs [36–39] σ [35], K∗
0 , f0 [36, 37]

D0, D+
s , B

+, B0
s [38, 39] D∗

0, D
∗
s0, B

∗
0 , Bs0 [40, 41]

B+
c ,ηc [42, 43], ηb [43] [38,39] Bc0,χc0 [42, 43], χb0 [43] [40,41]

Mesones Vectoriales Ref. Mesones Axial-Vector Ref.

ρ [34, 35], K1 , ϕ [36–39] a1 [35], K1, f1 [36, 37]

D∗0, D∗
s , B

+∗, B0∗
s , [38, 39] D1, Ds1, B1, Bs1 [40, 41]

B∗
c , J/Ψ [42,43], Υ [43] [38,39] Bcb, χc1 [42, 43], χb1 [43] [40, 41]

3.1. Función de Green en la ecuación de Dirac

Como punto de partida para nuestro desarollo, empezamos por la ecuación de Dirac. Al

estar trabajando con fermiones, queremos estudiar matemáticamente su comportamiento.

En estos casos, por el tipo de part́ıculas que estamos trabajando, nos podemos apoyar en

la ecuación de Dirac. En general, el problema de encontrar la solución a la ecuación de

Dirac dependerá de la complejidad de los términos de interacción o fuente. No obstante,

independientemente de esto, siempre será posible utilizar el método de la función de Green

para encontrar la solución general, a partir de una solución en particular, convenientemente,

la part́ıcula libre. Gracias a las funciones de Green, podemos encontrar la solución general, al

integrar la solución particular y la fuente en todo el espacio-tiempo. El objetivo entonces, es

encontrar la función de Green de la ecuación de Dirac.

Aśı, tenemos que la ecuación de Dirac en el espacio libre es,

(i/∂ −m)ψ0(x) = 0, (3.1)
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donde, ψ0 es la función de onda libre, despreciando los términos de interacción. No obstante,

hay que recordar que la ecuación completa de Dirac en la QED, implica la interacción

del campo fermiónico con el campo electromagnético, el cual aparece gracias a la derivada

covariante en el acoplamiento mı́nimo [44]. Aśı, la teoŕıa de norma completa dentro de la

QED contempla la ecuación,

(i/∂ −m)ψ(x) = −e /A(x)ψ(x) , (3.2)

donde el término −e /A(x)ψ(x) es el término de interacción, y la solución exacta será ψ(x).

Necesitamos ahora encontrar la solución a la Ec. (3.2), para esto, utilizaremos el método de

Green. Recordemos que el método de Green se basa en que dada una ecuación que involucra

un operador lineal diferencial aplicado en un espacio de funciones, como lo es el caso de ψ(x),

podemos transformarla a otra ecuación diferencial conocida, G0(x, y), donde el término de

fuente es reemplazado por una función de distribución δ de Dirac. Aśı, encontramos una

función de dos variables diferenciables y continuas (que para nuestro caso asumimos que se

cumple) la cual en nuestro ejemplo satisface,

(i/∂ −m)G0(x, y) = δ4(x− y). (3.3)

Suponiendo que se puede encontrar una solución para la Eq. (3.3), la solución de la Ec.

(3.2) tendrá la forma,

ψ(x) = ψ0(x) +

∫
d4yG0(x, y)e /A(y)ψ(y). (3.4)

Puede verificarse que ésta es una solución válida, al recordar el caso general de la solución

de Green,

L[u(x)] =

∫
L[G(x, s)]f(s)ds =

∫
δ(x− s)f(s)ds = f(x) , (3.5)

donde el operador diferencial es representado por L = (i/∂ −m), nuestro espacio de funciones
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diferenciables está dado por u(x) = ψ(x) y la función resultante como f(x) = e /A(x)ψ(x).

Debido a las propiedades de la función delta de Dirac y la definición de la Eq. (3.3), se

encuentra al hacer las sustituciones en la Eq. (3.5) conllevan a la ecuación original, mostrando

que G0(x, y) servirá para encontrar ψ(x).

Expĺıcitamente, aplicando el operador diferencial a ψ(x) y apoyados de las ecuaciones

anteriores se tiene que,

(i/∂ −m)ψ(x) =

∫
d4(i/∂ −m)G0(x, y)e /A(y)ψ(y)

=

∫
d4yδ4(x− y)e /A(y)ψ(y) = e /A(x)ψ(x) ,

(3.6)

llegando a la ecuación de Dirac original.

Ahora pongamos atención de nuevo en la Eq. (3.3) ya que pasaremos a introducir el

concepto de propagador. Definimos como propagador a aquella función que nos proporciona

la amplitud de probabilidad de que determinada part́ıcula pueda trasladarse de un punto a

otro del espacio-tiempo [45].

Para tener una relación más concreta entre ésta definición y la Eq. (3.3) observemos que

al G0(x, y) ser solución de la ecuación diferencial Ec. (3.2) coincide perfectamente con nuestra

definición. De hecho, en la práctica es común que a los propagadores se les denomine como

funciones de Green o el inverso del operador de la función de onda de la part́ıcula.

En la literatura para obtener el propagador, se trabaja para obtener expĺıcitamente la

función de Green adecuada. Por ejemplo, en la ecuación de Schrödinger podemos representar

la solución fundamental apoyándonos de una función de Green. En este caso se le llama

propagador tanto a la función de Green como al kernel obtenido para expresar la solución. El

kernel mencionado nos ayuda en este caso a encontrar la función de onda de un sistema en

cualquier punto del espacio-tiempo.

Después de este paréntesis hablando de la función de Green, el kernel y el propagador

podemos volver a nuestro ejemplo. Para acercarnos un poco más al propagador del fermión
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utilicemos la transformada de Fourier,

G0(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
S0(p)e

−ip·(x−y), (3.7)

donde x y y son dos puntos del espacio-tiempo, p es el cuadrimomento de la part́ıcula de

Dirac y la integración es sobre las cuadro dimensiones del espacio-tiempo de Minkowski.

Ahora apliquemos el operador diferencial a la ecuación anterior y utilicemos la igualdad

establecida en la Eq. (3.3),

(i/∂ −m)G0(x, y) =

∫
d4p

(2π)4
S0(p)(i/∂ −m)e−ip·(x−y)

δ4(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
(/p−m)S0(p)e

−ip·(x−y).

(3.8)

Ahora, podemos encontrar una propiedad elemental de la función delta de Dirac,

δ(w) =

∫
dt

2π
eiwt. (3.9)

Para que se satisfaga esta propiedad en la Eq. (3.8), se tiene que satisfacer la relación,

(/p−m)S0(p) = 1 , (3.10)

dando como resultado que,

S0(p) =
1

/p−m
. (3.11)

Este este resultado es el propagador del fermión cuando no se encuentra en un estado ligado.

Sin embargo, la concepción de los quarks en el confinamiento que se encuentra en el Modelo

de Quarks, tienen que tener contribuciones a la masa que serán necesarias para obtener la

masa f́ısica del hadrón. A la masa de un fermión que no tiene en cuenta el confinamiento se

le llama masa desnuda, mientras que aquella que considera los efectos del confinamiento se

llama masa vestida. El método para encontrar masas de hadrones se basa en un conjunto de
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ecuaciones diferenciales acopladas, desarrolladas por los investigadores Julian Schwinger y

Freeman Dyson, las Ecuaciones de Schwinger-Dyson. Hasta el momento, nuestras ecuaciones

y análisis nos llevan a un caso particular e ideal del propagador de Feynman. A continuación

encontraremos propiedades hadrónicas usando series perturbativas.

3.2. Series perturbativas

Antes de pasar a hablar de lleno sobre el propagador del fermión y la masa vestida,

hagamos un pequeño paréntesis para abordar las caracteŕısticas perturbativas de la función

de onda. Volviendo a la función de onda de la Eq. (3.4), podemos hacer un procedimiento

análogo para definir la función de onda ψ(y) [46]. Este procedimiento lo podemos extender a

ordenes superiores más allá del primer orden de la serie perturbativa. Al hacer este mismo

procedimiento, replicaŕıamos la caracteŕıstica medular que se encuentra teoŕıa perturbativa

para aproximarnos asintóticamente al resultado final.

Ahora vamos a unir los conceptos del propagador del fermión con las series perturbativas.

A modo de ejemplo, tomaremos la Electrodinámica Cuántica para entender el concepto de

las series perturbativas. En particular, nos apoyaremos del hecho que sólo existe un vértice

de interacción electrón-fotón y los únicos campos de materia son un el electrón, y un campo

de norma, el fotón. Partiendo del diagrama de Feynman para el propagador desnudo el cual

se representa en la Fig. 3.1, desarrollamos a manera diagramática la serie perturbativa del

propagador como se muestra en la Fig. 3.2. Es importante mencionar que la masa que aparece

en el propagador S0 deberá tener todas las correcciones cuánticas para poder representar la

masa del quark en los estados hadrónicos.

p→ : S0(p) =
1

/p−m
.

Figura 3.1. Diagrama de Feynman asociado al propagador desnudo del
fermión.
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Figura 3.2. Propagador vestido de los fermiones en términos de la serie
perturbatitiva al propagador del fermion.

Aśı, el diagrama a la izquierda de la igualdad en la Fig. 3.2, representa el propagador

total, con m la masa f́ısica del fermión que, en el caso de la QED será el electrón, pero para

la f́ısica hadrónica serán los quarks en el hadrón. Como es de esperarse, observemos que al

inicio de la serie perturbativa se tiene al propagador desnudo; posteriormente, se consideran

algunas correcciones cuánticas al propagador del electrón, también conocidas como diagramas

de auto-enerǵıa del electrón, correcciones al propagador del fotón y la corrección al vértice

electrón-fotón. En particular, podemos notar que la corrección de la auto-enerǵıa, emisión y

reabsorción de un fotón, es el único diagrama que contribuye a la primera corrección cuántica

(un lazo) al propagador desnudo.

Para ayudarnos un poco más en la descripción diagramática del propagador, nos apoyamos

en una clasificación de las series perturbativas. Dicha clasificación permite tener una represen-

tación más compacta de los elementos de la serie anterior. Los elementos están representados en

la Fig. 3.3. Podemos observar que en la expresión diagramática (a) se asume que el propagador

del electrón recibe todas las correcciones cuánticas posibles y son encapsuladas en un término
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Figura 3.3. Representación diagramática compacta de los elementos de la
serie.

representado por el ćırculo negro en el propagador del electrón. En la expresión (b) se asume

que el propagador del fotón recibe diversas contribuciones cuánticas y son representadas por

el ćırculo negro en el propagador del fotón. De manera análoga, la expresión (c) contiene

todas las contribuciones cuánticas que modifican el vértice electrón-fotón en el ćırculo negro.

Finalmente, la expresión (d) contempla todas las correcciones cuánticas que no corresponden

a las tres correcciones básicas de la Teoŕıa Cuántica de Campos.

A continuación, queremos dar un paso adelante que nos permita sintetizar más a nivel de

diagramas de Feynman. Podemos entonces escribir de forma diagramática que el propagador

vestido del electrón será la suma del progagador desnudo más todas las correcciones cuánticas

posibles.Este resultado está representado esquemáticamente en la Fig. 3.4. Es de particular

interés observar que la Fig. 3.4 cuenta con un término que es exactamente igual al que se

inició, pero con tres ćırculos negros están corrigiendo los tres bloques fundamentales de los

diagramas de Feynman de la QED, es decir, los propagadores del electrón y el fotón y el

vértice de interacción entre el electrón y el fotón. A ese diagrama completo se le conoce como

la autoenerǵıa del fermión, Σ(p), que en el caso de la QED corresponderá al electrón y para

la QCD los quarks, ver Fig. 3.5.
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Haciendo uso de dichas expresiones diagramáticas y de las reglas de Feynman podemos

pasar a una representación más compacta de la serie perturbativa donde además encontramos

expĺıcitamente el término para la autoenerǵıa del electrón y un término extra. Explorando

un poco la topoloǵıa del problema, es posible entender que cualquier corrección posterior

a la corrección de la autoenerǵıa, no puede ser otra cosa que una repetición de los mismos

términos. Es decir, que el término extra tendrá a primer orden la corrección mı́nima el

propagador desnudo más otra autoenerǵıa del fermión. Es decir, que la serie perturbativa

puede entenderse como el propagador del fermión desnudo más una corrección de autoenerǵıa,

más dos correcciones de autoenerǵıa, etc. Este proceso puede expresarse diagramáticamente

como la Fig. 3.6.

Matemáticamente, esto puede escribirse como,

S(p) = S0(p) + S0(p)Σ(p)S0(p) + S0(p)Σ(p)S0(p)Σ(p)S0(p) + . . .

= S0(p) + S0(p)Σ(p) [S0(p) + S0(p)Σ(p)S0(p) + . . . ]︸ ︷︷ ︸
S(p)

= S0(p) + S0(p)Σ(p)S(p)

(3.12)

donde se ha utilizado el hecho de que S(p) contiene todas las correcciones cuánticas. En

general, esta relación debe calcularse hasta cierto orden en la teoŕıa perturbativa, pero se

puede entender el proceso iterativo detrás. Es importante recalcar que, si bien es cierto que la

ecuación del propagador vestido contiene una masa m y el propagador desnudo tendrá una

masa m0, debe existir una relación entre ellos dados por las Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Figura 3.4. Propagador del fermión después de condensar la serie perturba-
tiva como se muestra en la Fig. 3.3.
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Figura 3.5. Contribuciones cuánticas al diagrama de autoenerǵıa del fermión
en la Teoŕıa Cuántica de Campos.

Figura 3.6. Serie perturbatitiva del propagador del fermion con el término
expĺıcito para la enerǵıa propia.

(del inglés, SDE), soluciones a la Ec. (3.12).

3.3. Ecuaciones de Schwinger-Dyson

Uno de los parámetros que vamos a necesitar para nuestro análisis es la masa vestida

de los quarks. Como se ha mencionado en la sección anterior, esta puede ser obtenida del

propagador del quark. Este propagador se obtiene a través de las Ecuaciones de Schwinger-

Dyson. La importancia de comprender la SDE es que nos ayuda a representar las ecuaciones

de movimiento a través de las funciones de Green.

En sus art́ıculos [47,48], Schwinger parte de una matriz de transformación para la ecuación

de onda de modo que dicha matriz tiene una serie perturbativa que involucra una suma

infinita de integrales. En base a este desarrollo, podemos definir a las SDEs como un conjunto

infinito de integrales acopladas que involucran a las funciones de Green asociadas con la QFT.

Estas mismas están acopladas entre śı con todas las reglas de Feynman de la teoŕıa subyacente,

de manera que también se les suele nombrar como la torre infinita de SDEs.

A lo largo de todo este caṕıtulo hemos visto un camino para la obtención de estas ecuaciones

partiendo por la función de Green hasta llegar a una serie perturbativa, lo cual precisamente

muestra la propiedad de recursividad. Al igual que la función de Green, éstas no tienen una
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forma predeterminada, más bien se refieren a un conjunto de varias ecuaciones diferenciales

funcionales. Para este trabajo son de importancia para nosotros ya que en la truncación de la

aproximación arcóıris nos servirán para la obtención del propagador del quark vestido, y de

ah́ı obtener una relación entre la masa vestida y desnuda de los quarks. Antes de llegar a esa

derivación, mostraremos los elementos asociados y su relación con los diagramas de Feynman

para la SDE. En general, todos los diagramas que conforman las reglas de Feynman de una

teoŕıa tendrán el conjunto de ecuaciones diferenciales como la Ec. (3.12), las cuales se llaman

Ecuaciones de Schwinger-Dyson. En particular, la SDE para el propagador del fermión, ya la

hemos encontrado y tendrá la forma,

S(p) = S0(p) + S0(p)Σ(p)S(p) . (3.13)

Por otro lado, de la teoŕıa cuántica de campos, sabemos que el propagador de Feynman

de un fermión tiene la forma general, al igual que la Ec. (3.11), como

S(p,Mf ) ≡ −iγ · p σV (p,Mf ) + σS(p,Mf ) (3.14)

con

σV (p,Mf ) =
1

p2 −M2
f

, σS(p,Mf ) =
Mf

p2 −M2
f

(3.15)

representan funciones que acompañan a la parte vectorial y escalar del propagador, respec-

tivamente. Además, se tiene que p y Mf es el momento del fermión en el propagador y

la masa del fermión respectivamente. Aśı, del lado derecho de la ecuación ya tenemos un

ansatz pero del lado izquierdo tenemos forzosamente que calcular la autoenerǵıa Σ(p), usando

alguna aproximación adecuada. En nuestro caso utilizaremos la Interacción de contacto para

encontrar la relación de las masas a travéz de la Ecuación de GAP.
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3.4. Interacción de contacto

Se ha mencionado en diversas ocasiones en este documento que para poder modelar los

fenómenos en la f́ısica hadrónica es necesario optar por algunas suposiciones de la estructura

de los hadrones o de sus interacciones. En este trabajo se optará por analizar por utilizar la

interacción de contacto para obtener las propiedades de transición de mesones vectoriales a

pseudoescalares.

La interacción de contacto se basa en el hecho de que el propagador del gluón satura en el

infrarrojo lo cual genera una masa en el gluón. Este hecho de generación de una masa, es

similar al hecho que sucede para el bosón W± que fue modelado en la teoŕıa de Fermi como

el contacto de corrientes fermiónicas. Aśı, el propagador entre dos corrientes fermiónicas de

quarks puede ser tomado, en analoǵıa con la teoŕıa de Fermi, ver Fig. 3.7, como

g2Dµν(k) = 4πα̂IRδµν (3.16)

donde α̂IR = αIR/m
2
g. La escala mg es interpretada como la masa del gluón generada dinámi-

camente debido al rompimiento de la simetŕıa quiral de la QCD [33, 38, 49]. En particular,

nosotros tomaremos la valor aceptado de mg = 500 MeV [50–53]. En el modelo de interac-

ción ed contacto aparece un acoplamiento efectivo α̂IR en lugar de αIR. En este trabajo se

usará la elección de αIR/π = 0.36 de tal manera que α̂IR tenga el mismo valor que en la

literatura [33,38–40].

El uso del modelo de interacción de contacto, Fig. 3.7, ha sido puesto a prueba en el estudio

de diversos fenómenos. Este modelo ha sido utilizado para calcular diferentes propiedades de

mesones, tales como los factores de forma [54–58].

Uno de los principales objetivos de este trabajo es el utilizar la interacción de contacto en

el cálculo de los factores de forma de transición entre mesones vectoriales a pseudoescalares a

través de la emisión de un fotón, es decir, V → PS + γ. Para esto, es importante conocer la

masa vestida de los quarks, de los mesones vectoriales y pseudoescalares, etc., todo a partir
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Figura 3.7. Representación diagramática de la interacción empleando la
Eq. (3.16).

del modelo de interacción de contacto. Además, a manera de motivación, mostraremos el

primer cálculo en general de los factores de forma en mesones pseudoescalares, el factor de

forma elástico.
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Caṕıtulo 4

Factores de forma de transición

Hasta ahora nos hemos enfocado en poner las bases para poder entender la f́ısica de los

estados ligados. Hemos analizado la SDE para el propagador de los quarks, obteniendo una

relación de recurrencia la cual hay que resolver hasta cierto orden de la teoŕıa. Esta torre de

ecuaciones diferenciales acopladas dará lugar al entendimiento de las masas vestidas de los

quarks, mesones, bariones, factores de forma elásticos, transición, etc., en la medida que se

puedan encontrar soluciones anaĺıtcas a las ecuaciones diferenciales.

Los factores de forma predichos por el modelo CI se muestran en la tabla 4.1. Es inmediato

observar que los factores de forma elásticos, con excepción de los axiales, ya han sido calculados

utilizando este modelo. Sin embargo, los factores de transición entre mesones vectoriales y

pseudoescalares han sido poco explorados; de hecho, solo se ha realizado una predicción para

el caso que involucra los mesones más ligeros. Es con esta motivación que uno de los objetivo

de esta tesis es calcular estas transiciones.

En este caṕıtulo presentaremos el cálculo de masas vestidas de quarks, aśı como la

ecuación de Bethe-Salpeter que nos ayudará en cálculo de los factores de forma de transición

V → PS + γ mediante el uso del modelo de interacción de contacto.
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Elásticos Transición
Pseudoescalares [54] Vectoriales [59] Escalares [54] V γPS

π(ud̄) [33] ρ (ud̄) [34] σ(ud̄) ρ(ud̄) → γπ(ud̄) [34]

K(us̄) K1 (us̄) K∗
0(us̄) K1 (us̄) → γK(us̄) (Tesis)

hs(ss̄) ϕ (ss̄) f0(ss̄) ϕ (ss̄) → γhs(ss̄) (Tesis)

D0(cū) D∗0(cū) D∗
0(cū) D∗0(cū) → γD0(cū) (Tesis)

D+
s (cs̄) D∗

s(cs̄) D∗
s0(cs̄) D∗

s(cs̄) → γD+
s (cs̄) (Tesis)

B+(ub̄) B+∗(ub̄) B∗
0(ub̄) B+∗(ub̄) → γB+(ub̄) (Tesis)

B0
s (sb̄) B0∗

s (sb̄) Bs0(sb̄) B0∗
s (sb̄) → γB0

s (sb̄) (Tesis)

B+
c (cb̄) B∗

c (cb̄) Bc0(cb̄) B∗
c (cb̄) → γB+

c (cb̄) (Tesis)

ηc(cc̄) J/Ψ (cc̄) χc0(cc̄) J/Ψ (cc̄) → γηc(cc̄) (Tesis)

ηb(bb̄) Υ(bb̄) χb0(bb̄) Υ(bb̄) → γηb(bb̄) (Tesis)

Tabla 4.1. Factores de forma elásticos y de transición calculados usando CI

Figura 4.1. Diagrama de Feynman de la SDE necesaria para la obtención
de la masa vestida del quark.

4.1. Ecuación de GAP

Todos los desarrollos del caṕıtulo anterior nos son útiles ahora, ya que para encontrar la

solución de la ecuación de Schwinger-Dyson del propagador del quark, se requiere el modelado

del propagador del gluón, que en este caso será la Ec. (3.16). Partimos de la SDE, representada

en la Fig. 4.11. Como vimos en la sección anterior para la construcción del propagador del

quark, se observa que el propagador del gluón recibe contribuciones cuánticas como resultado

de no encontrarse en estado libre, y es a través de este mismo mecanismo que el gluón adquirirá

masa.

Aśı, definimos la ecuación de GAP como aquella ecuación integrodiferencial dentro de la

1Notar que es el inverso de la SDE del propagador del quark que estamos analizando
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fenomenoloǵıa que establece una relación entre la masa vestida con la masa desnuda de los

quarks. En su expresión matemática tenemos,

S(p,mf )
−1 = iγ · p+m

(0)
f + Σ(p,mf ), (4.1)

donde m
(0)
f es la masa desnuda del quark y se ha definido la contribución cuántica de la

auto-enerǵıa Σ(p,mf ), correspondiente al último diagrama de Feynman, el cual es expresado

de la siguiente manera,

Σ(p,mf ) =
4

3

∫
d4q

(2π)4
g2Dµν(p− q) γµ S(q,mf ) Γν(q, p). (4.2)

En la Ec. (4.2) se tiene expĺıcitamente el propagador del gluón Dµν(p), el vértice vestido

entre el quark y el gluón, Γν(q, p) y mf la masa vestida del quark.

Al querer determinar parámetros clave en la estructura de los hadrones como la masa de

los quarks, es importante considerar el confinamiento de estas estructuras2. El confinamiento

es el fenómeno en el cual los quarks y gluones (part́ıculas con carga de color) no pueden verse

de forma libre. Al permanecer por debajo de la temperatura de Hagedorn, la cual equivale

a 130-140 MeV por part́ıcula, este fenómeno permanecerá y no se apreciarán part́ıculas en

forma libre. Aśı, tomando en cuenta el modelo de CI, la Ecuación de GAP es,

mf = m
(0)
f +mf

4α̂IR

3π
C(m2

f ) , (4.3)

donde

C(M2)

M2
= Γ(−1,M2τ 2UV)− Γ(−1,M2τ 2IR) (4.4)

y Γ(α, x) es la función Gamma incompleta. Además, se han introducido los reguladores

2Este término también es conocido como confinamiento de color debido a las part́ıculas que involucra. Para
este fenómeno, en lugar de ver a las part́ıculas libres las observamos “confinadas”para formar estructuras
hadrónicas.
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quarks ZH ΛUV [GeV] α̂IR

u, d, s 1 0.905 4.57

c 13.122 2.305 0.35

b 129.513 7.159 0.035

Tabla 4.2. Regulador ultravioleta y constante de acoplamiento para diferentes combinaciones
de quarks.

infrarrojos y ultraviolentas τIR y τUV para hacer la integral finita.

Esta ecuación de GAP tiene solución dependiendo de los parámetros τIR y τUV. Es

conocido de la literatura las masas de los quarks vestidos tienen que ser ajustadas a los

valores experimentales, por tanto, la elección de los parámetros τ deben de satisfacer dicha

fenomenoloǵıa.

Para encontrar la masa vestida de los quarks, consistentes con la fenomenoloǵıa, se

utilizaron los resultados de la Ref. [43], que son resumidos en la Tab. 4.2. En particular, se

asumirá para todos los cálculos que el corte en el infrarrojo será el mismo con ΛIR =0.24 GeV,

y la constante αIR estará determinada por una normalización ZH que dependerá del estado

ligado en cuestión. La relación es αIR = αIRL/ZH con αIRL =4.57. De esta forma, se resolvió

la ecuación de GAP obteniendo los resultados presentados en la Tab. 4.3.

Antes de concluir esta sección es preciso notar que para el quark d se ha utilizado la

simetŕıa de isoesṕın que lo relaciona directamente con el quark u. Aśı, la masa vestida y

desnuda para dichos quarks es la misma. Es importante recalcar que el cálculo propuesto en

esta tesis extiende el resultado de la Ref. [34], donde se calcula por primera vez en el modelo

de CI la transición ρ → πγ. En dicho cálculo se obtienen expresiones anaĺıticas las cuales

nosotros extenderemos ya que los mesones involucrados en la transición contienen quarks

de valencia u y d. Es decir, el objetivo de este trabajo es encontrar los factores de forma de

transición para la componente de quarks ligeros (LQ, por sus siglas en inglés), quarks pesados

(HQ, por sus siglas en inglés) y la combinación quarks ligero-pesado (HLQ, por sus siglas en

inglés) para los grados de libertad de valencia.
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m
(0)
u =0.007 m

(0)
s =0.17 m

(0)
c =1.08 m

(0)
b =3.92

mu =0.367 ms =0.53 mc =1.52 mb =4.75

Tabla 4.3. Masas desnudas (m
(0)
f ) y masas vestidas (mf ) de los quarks en GeV, requeridos como

valores de entrada en las ecuaciones de Bethe-Salpeter, Factores de Forma Electromagnéticos
y de Transición.

Figura 4.2. Representación diagramática de la ecuación de Bethe-Salpeter.
Los ćırculos azules representan a los propagadores de los quarks vestidos S,
los ćırculos rojos es la amplitud de Bethe-Salpeter Γ de los mesones y, el
rectángulo azul es el kernel quark-antiquark, K.

Ahora, una vez conseguido la masa de los quarks de valencia, se necesita calcular la masa

de los mesones. Para esto, usaremos la ecuación de Bethe-Salpeter.

4.2. Ecuación de Bethe-Salpeter

Para estudiar la masa de los mesones, los cuales son nuestro objeto de interés, usaremos

el modelado como un sistema de dos fermiones de valencia. Aśı, modelaremos un problema

de estados ligados con un sistema de dos cuerpos. Al analizar este tipo de problema en el

formalismo de la QFT, nos apoyamos en una ecuación que involucra en conjunto las ideas de

los propagadores y vértices de interacción. Una estrategia común es la de utilizar la ecuación

homogénea de Bethe-Salpeter debido al planteamiento del problema de estados ligados para

mesones. Dicha ecuación esquemática está representada en la Fig. 4.2.

Matemáticamente, esta expresión tiene la forma,

[Γ(k;P )]tu =

∫
d4q

(2π)4
[χ(q;P )]srKrs

tu(q, k;P ) , (4.5)
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donde [Γ(k;P )]tu representa la amplitud de Bethe-Salpeter (BSA por sus siglas en inglés) del

estado ligado y χ(q;P ) = S(q + P )ΓS(q) es la función de onda de Bethe-Salpeter; además,

r, s, t, u representan ı́ndices de color, sabor y esṕın; y K es el kernel de dispersión quark-

antiquark. Esta ecuación posee soluciones en un conjunto discreto de valores en P 2 = −M2
M

donde el estado ligado existe con masa MM .

Para poder resolver esta ecuación integral, debemos precisar el tipo de vértice Γ a utilizar

ya que eso determinará si la masa del mesón corresponde a un escalar, pseudo-escalar, vectorial

o axial-vector. La descomposición de la BSA para los mesones (f1f̄2) escalar (S), pseudo-escalar

(PS), vector (V) y axial-vector (AV) en la CI tiene la siguiente forma3,

ΓS(P ) = ID ES(P ) , ΓPS(P ) = iγ5EPS(P ) +
1

2MR

γ5γ · P FPS(P ) ,

ΓV ,µ(P ) = γTµ EV (P ) , ΓAV (P ) = γ5 γ
T
µ EAV (P ) .

donde Ei(P ) y Fi(P ) con i ∈ {S, PS, V,AV } son conocidas como las amplitudes de Bethe-

Salpeter, P es el momento total del mesón,MR es la masa reducida del sistema de dos cuerpos,

es decir, MR = mf̄2mf1/(mf̄2 +mf1) y la componente transversa a P de las matrices γ es,

γTµ = γµ −
γ · P
P 2

Pµ . (4.6)

Con el fin de calcular las masas de los mesones pseudoescalares y vectoriales, es importante

encontrar los parámetros de las masas vestidas de los quarks de valencia en estados condensados

con un contenido HLQ y HQ. En el presente trabajo, se encontró que los mejores parámetros

están en la Tab. 4.4. Podemos notar que para la generación de masas de estados qq̄ se

mantuvieron los mismos valores que los encontrados para la descripción de la masa vestida de

los quarks.

A continuación, se resuelve computacionalmente la ecuación de Bethe-Salpeter para los

3Es importante notar que en la CI los términos G y H de las Amplitudes de Bethe-Salpeter son cero.
La forma más general involucra cuatro términos pero en el presente estudio sólo usaremos la componente
dominante EPS y FPS para los mesones pseudoescalares y la componente EV para los mesones vectoriales.
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quarks ZH ΛUV [GeV]

u, d, s 1 0.905

c, u, s 3.034 1.322

c 13.122 2.305

b, u 11.273 3.222

b, s 17.537 3.547

b, c 18.015 6.969

b 129.513 7.159

Tabla 4.4. Parámetros utilizados para encontrar las masas de los mesones pseudoescalares y
vectoriales en el modelo de interacción de contacto.

mesones vectoriales y pseudoescalares, obtenemos los resultados presentados en la Tab. 4.5,

los cuales concuerdan con la Ref. [40].

Estado ligado qq̄′ mPS EPS FPS mV EV

ud̄ 0.139 3.59 0.47 0.93 1.53
us̄ 0.499 3.81 0.59 1.03 1.63
ss̄ 0.701 4.04 0.75 1.13 1.74
cū 1.855 3.03 0.37 2.05 1.23
cs̄ 1.945 3.24 0.51 2.30 0.55
cc̄ 2.952 2.15 4.40 3.15 0.51
ub̄ 5.082 3.72 0.21 4.93 2.73
sb̄ 5.281 2.85 0.21 5.39 1.17
cb̄ 6.138 2.58 0.39 6.25 1.06
bb̄ 9.280 2.04 0.39 9.51 0.48

Tabla 4.5. Masas y BSA para mesones pseudoescalares y vectoriales usando la CI y los
parámetros definidos en la Tab. 4.4.

Hasta ahora tenemos la formulación para entender las masas de los quarks constituyentes

y los mesones. Como el proceso involucra un fotón que será emitido de un quark de valencia,

necesitamos identificar el vértice quark-fotón dentro del modelo de CI.
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4.3. Vértice quark-fotón

Para analizar la transición entre mesones Vectoriales y Pseudoescalares , se requiere el

modelado de un ingrediente más, el vértice de interacción entre el quark y el fotón. El vértice

quark-fotón, denotado por Γγ
µ(k+, k−,mf1) con k± el momento del quark en las coordenadas

del cono de luz y mf1 la masa del quark vestida, ha sido estudiado en gran profundidad debido

a su relevancia fenomenológica, [60–67]. Utilizando la identidad vectorial de Ward-Takahashi,

iPµΓ
γ
µ(k+, k−,mf1) = S−1(k+,mf1)− S−1(k−,mf1) , (4.7)

con P el momento total del mesón, se puede tener una relación entre los propagadores vestidos

de quarks y el vértice de interacción. Aśı, dicho vértice produce otra ecuación inhomogénea

de Bethe-Salpeter,

Γγ
µ = γµ −

16παIR

3

∫
d4q

(2π)4
γαχµ(q+, q,mf1)γα , (4.8)

donde χµ(q+, q,mf1) = S(q + P,mf1)Γµ(Q)S(q,mf1). Hay que notar que se ha omitido la

dependencia funcional del vertice por simplicidad, Γγ
µ = Γγ

µ(Q,mf1). Debido a la dependencia

funcional del vértice, es posible separarlo en dos componentes, longitudinal y transveral, de la

forma siguiente

Γγ
µ = γLµ (Q)PL(Q

2,mf1) + γTµ (Q)PT (Q
2,mf1), (4.9)

con PL,R las funciones longitudinales y transversales a determinar; además se ha decompuesto

la matriz γ como γLµ + γTµ = γµ. Con éstas definiciones, podemos encontrar las funciones PL,R

como,

PL = 1 , PT =
1

1 +Kγ(Q2,Mf1)
, (4.10)
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Figura 4.3. Función vestida del vértice transverso quark-fotón, PT (Q
2),

definido en la Eq. (4.10).

donde se han definido,

Kγ(Q
2,Mf1) =

4α̂IR

3π

∫ 1

0

dαα(1− α)Q2 C̄1(ω) , (4.11)

C̄1(z) = − d

dz
C(z) = Γ(0, z τ 2UV)− Γ(0, z τ 2IR) , (4.12)

ω = ω(M2
f1
, α,Q2) =M2

f1
+ α(1− α)Q2 . (4.13)

Antes de concluir esta sección, podemos observar de la Fig. 4.3 que PT (Q
2) → 1 en el

ĺımite cuando Q2 → ∞, lo cual conduce a que el vértice es igual al vértice desnudo γµ como

era de esperarse.

Con este vértice, las masas vestidas de los quarks y de los mesones y las BSA, podemos

calcular el proceso de transición V → γ + PS y estudiar los radios de carga que predice el

modelo de CI.
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4.4. Factores de forma de transición V → γ + PS

El proceso de transición entre mesones es de gran interés en la f́ısica hadrónica. Diversos

experimentos tienen interés en el conocimiento de los factores de forma de transición entre ellos

ya que dichas mediciones proporcionan información de la estructura interna de los hadrones.

La problemática inicial está motivada con la predicción de la interacción entre un pión (π),

un fotón (γ) y el mesón rho (ρ). En la Ref. [34] se aprovecha la simetŕıa de isoesṕın y el

modelo de CI para estimar el factor de forma de transición ρ→ γ + π. En esta tesis se aborda

el caso general, la interacción entre un mesón pseudoescalar, un fotón y mesón vectorial.

Puntualizamos también que la metodoloǵıa descrita a continuación puede ser utilizada para

cualquier transición de mesones.

La transición de mesones puede ser entendida diagramáticamente mediante el vértice

M1γM2. Para esto nos apoyamos de las reglas de Feynman, con la asignación de momentos

expresadas en la Fig. 4.4, las masas vestidas de los quarks y de los mesones, el vértice de

interacción quark-fotón y las correspondientes Amplitudes de Bethe-Salpeter.

Como es de esperarse, el diagrama de Feynman en cuestión será otra ecuación de Bethe-

Salpeter, ya que nuevamente obtendremos una ecuación recursiva la cual nos servirá para

Figura 4.4. Diagrama de triángulo del vérticeM1γM2 que sirve para calcular
los factores de forma de transición.
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describir éste proceso. Tenemos las Amplitudes de Bethe-Salpeter que describen el estado

inicial y el estado final deben ser tratadas como la Ec. (4.6). En este cambio entre el mesón

1 a mesón 2 es donde intervienen los propagadores y un kernel de interacción. Hasta ahora,

en palabras más simples, podemos decir que si tenemos un mesón 1 y meson 2, descritos

por Amplitudes de Bethe-Salpeter, y el vértice de interacción fotón-quark. Sin embargo no

sabemos que forma exacta tiene la solución de la BSE.

Teniendo la BSE para sistemas ligados, sabemos también que este arreglo se compone de

un sistema de dos cuerpos el cual pictóricamente está representado a través de un diagrama

de Feynman. Diagramáticamente vamos a analizar un vértice de interacción el cual puede

representar diversas ecuaciones dependiendo de las interacciones de las part́ıculas en concreto

que están implicadas. En dado caso, tal y como se mencionó en la sección anterior, vamos

a desarrollar la transición meson vectorial (V) a meson pseudoescalar (PS) y encontrar los

Factores de Forma de Transición (TFF, por sus siglas en inglés).

Partiendo del sistema que involucra el vértice de mesones V a PS, ΛM1γM2,f1 , la ecuación

para el factor de forma está dada por,

ΛM1γM2,f1 = Nc

∫
d4ℓ

(2π)4
Tr GM1γM2,f1 , (4.14)

donde M1,2 son las masas de los mesones vectorial y pseudoescalar respectivamente, Nc es

el factor de color, ℓ el momento del lazo circulando en el diagrama y f1 etiqueta al quark que

interactúa con el fotón. Además, en la expresión anterior se han exclúıdo los ı́ndices de Dirac

y la consideración espacio-tiempo. Esta expresión es general para cualquier transición que

se desee calcular, incluso para el caso M1 = M2, ĺımite en el cual se debe de recuperar las

expresiones anaĺıticas de los factores de forma elásticos. En particular, el elemento GM1γM2,f1

puede ser calculada anaĺıticamente como,

GM1γM2,f1 = iΓM2(kf )S(ℓ+ ki,mf1) iΓλ(Q,mf1)S(ℓ+ kf ,mf1)iΓ̄M1(−ki)S(ℓ,mf̄2) , (4.15)
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donde podemos apreciar que el vértice ΛM1γM2,f1 dependerá funcionalmente de las masas

de los quarks y los mesones, las amplitudes de Bethe-Salpeter, todos ellos determinados por los

parámetros τUV, τIR y ZH . Además, de la notación podemos ver a los ı́ndices que simbolizan

al quark que interactúa con el fotón etiquetado con f1, por otro lado el fermión f̄2 se mantiene

como espectador. Aśımismo, indicamos al momento del fotón entrante como Q y por otro

lado, utilizamos la conservación del momento para definir ki = ℓ−Q/2 y kf = ℓ+Q/2 para

los momentos de los mesones entrantes y salientes, respectivamente. La señalización de los

momentos se indica en el diagram de triángulo de la Fig. (4.4). Teniendo esta definición de

variables, podemos calcular la interacción del fotón con el antiquark f̄2, y obtendremos a

GM1γM2,f̄2 de manera análoga.

Por otro lado, al estar tratando con un sistema donde hay dos part́ıculas pero una

sola interactúa con el fotón y la otra está de espectadora, el TFF deberá considerar esa

contribución de manera independiente. Aśı, la contribución total GM1γM2 tendrá la forma

general siguiente [33],

GM1γM2(Q2) = ef1GM1γM2,f1(Q2) + ef̄2G
M1γM2,f̄2(Q2) . (4.16)

donde ef1 y ef̄2 son las cargas del quark y del antiquark respectivamente4. El cálculo de

GM1γM2,f̄2(Q2) puede obtenerse del re-etiquetado de la función GM1γM2,f̄2(Q2) por mf1 ↔ mf̄2 .

Esta sustitución debe reducir al caso con simetŕıa de isoesṕın y fue la primera verificación que

se realizó en los cálculos posteriores. De esta manera tenemos una descripción más general

del factor de forma, ya que nos acercamos al problema f́ısico a tratar, el caso de mesones

conformados por quarks de diferente sabor, HLQ. En particular, como se verá posteriormente,

es posible formar estados ligados de quarks neutros de dos maneras: i) cuando el mesón está

compuesto por quarks de valencia del mismo sabor y ii) cuando los quarks de valencia del

mesón son de diferente sabor. En el primer caso, la Ec. (4.16) reduce a cero para todo el

4Es preciso notar que en la definición del vértice quark-fotón no se incluye la carga eléctrica; es por este
motivo que ahora se tomará en cuenta.
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rango de Q2, mientras que en el segundo caso la expresión conlleva a expresiones no triviales.

Aśı, para el primer caso se usará la prescripción estándar, que es la de tomar un sólo término

para definir el TFF total, es decir,

GM1γM2(Q2) = GM1γM2,f1(Q2) . (4.17)

La estructura tensorial de GM1γM2,f1(Q2) dependerá fuertemente de las Amplitudes de

Bethe-Salpeter que sean introducidas en ΓM(P ). En el caso de transición que queremos

analizar, la amplitud de Bethe-Salpeter del mesón pseudoescalar no contendrá un ı́ndice de

Lorentz, mientras que la amplitud del mesón vectorial śı. Además, el vértice del fotón con

los quarks vestidos de valencia involucrará otro ı́ndice de Lorentz, por lo tanto, la estructura

tensorial del vértice M1γM2, tendrá la forma,

ΛV γPS,f1
µν =

gV γPS

mV

ϵµναβk
α
i k

β
fG

V γPS,f1 . (4.18)

donde gV γPS es una constante, mV la masa del mesón vectorial y GV γPS,f1 es el factor de

forma de transición V → γ + PS. Es este factor el que nos interesa analizar y encontrar su

dependencia funcional a través de la Ec. (4.14). La Eq. (4.18) representa también la interacción

en el vértice. Tenemos por lo pronto una ecuación tensorial que involucra a TFF, GV γPS, y

la integral del lazo correspondiente a la Fig. 4.4, de la cual queremos despejar el TFF. Ya

que nuestro tensor tiene ı́ndices µν, al otro lado de la igualdad también debe tenerlos, por

eso el término ϵµναβ con los kαi k
β
f que contiene a los ı́ndices pertinentes para la contracción

apropiada.

La Amplitud de Bethe-Salpeter del mesón pseudoescalar contiene dos términos, uno

proporcional a EPS y otro proporcional a FPS. Con el fin de facilitar la presentación de

resultados, se divide el TFF en dos términos de la forma,

GV γPS,f1(Q2) = GV γPS,f1
E (Q2) +GV γPS,f1

F (Q2) , (4.19)
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donde en cada término el sub́ındice E y F significa que son directamente proporcionales a las

amplitudes correspondientes. Para la extracción de las funciones GE y GF es preciso contraer

los ı́ndices con vectores de Lorentz apropiados; los cálculos expĺıcitos están detallados en los

Apéndices. Al utilizar la metodoloǵıa descrita en los apéndices, se encuentra que,

GV γPS,f1
E (Q2) =

EPSEV

π2
MR

∫
dα dβ C̄ir

2 (ω3) ,

GV γPS,f1
F (Q2) =

FPSEV

8π2

1

MR

∫
dα dβ

[
fV γPS
1 C̄ir

1 (ω3) +
(
fV γPS
0 ω3f

V γPS
1

)
C̄ir
2 (ω3)

]
,

(4.20)

donde

C̄ir
2 (z) =

exp(−z τUV)− exp(−z τIR)
2z

, (4.21)

con τUV,IR son los reguladores en el ultravioleta y el infrarrojo respectivamente, α y β los

parámetros de Feynman y las funciones,

ω3 = ω3(mf1 ,mf̄2 ,mPS,mV )

= (1− αβ)m2
f1
+ αβm2

f̄2
− α2β(1− β)m2

PS

− α(αβ − α− β + 1)m2
V + αβ(1− α)Q2 ,

fV γPS
0 = 2− 3α ,

fV γPS
1 = (1− α)m2

f1
+mf1mf̄2 + α

[
αβ(2− α)(1− β)m2

PS

−(1− β)(1− α)2m2
V + (1− α)2βQ2

]
.

Para poder analizar la fenomenoloǵıa de los TFF calculados, podemos graficar las predic-

ciones del modelo de CI con los parámetros de las tablas correspondientes a los reguladores,

masas vestidas de quarks y mesones, y las amplitudes de Bethe-Salpeter EPS, FPS y EV . Se

procedió entonces a analizar todas las combinaciones posibles numéricamente, obteniendo los

resultados mostrados en la Fig. 4.5. La figura está dividida en tres páneles: i) el panel de la

izquierda que contiene a todos los mesones con cargados positivamente, ii) el panel central

que tiene a los mesones neutros conformados por dos quarks del mismo sabor y iii) el panel
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Figura 4.5. Dependencia del factor de forma de transición GM1γM2 con
respecto a la enerǵıa Q2 para los distintos mesones.

de la derecha que contiene a mesones neutros con dos quarks de diferente sabor.

Para poder dar predicciones que los grupos experimentales puedan corroborar, se calcularon

los radios de carga de todos los mesones definidos como,

r2V γPS = −6
dGM′γM(Q2)

dQ2

∣∣∣∣∣
Q2→0

, (4.22)

donde es claro que siempre es positivo para todos los valores de la derivada. El cálculo

numérico de los radios de carga de los TFF se muestran en la Tab. 4.6.

Podemos notar que los resultados obtenidos presentan una clara tendencia, esta es de

que mientras más ligeros sean los quarks de valencia, el radio de carga es mayor. Cada vez

que cambiamos por un quark más pesado, el radio de carga disminuye, hasta llegar al caso

extremo en el que los mesones estén compuestos de quarks bottom. Matemáticamente esto

Tabla 4.6. Radios de carga de los factores de forma de transición V → γ + PS calculados
con los parámetros de la CI. Todos los valores son reportados en fm.

ud̄ us̄ ss̄ cū cs̄ ub̄ sb̄ cb̄ cc̄ bb̄

rV γPS 0.46 0.43 0.38 0.29 0.26 0.17 0.14 0.12 0.25 0.12
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Figura 4.6. Radios de carga de los factores de forma de transición V →
γ + PS en el modelo de CI.

puede expresarse como,

rud̄ > rus̄ > rcū > rub̄ ,

rus̄ > rss̄ > rcs̄ > rsb̄ ,

rcū > rcs̄ > rcc̄ > rcb̄ ,

ruū > rss̄ > rcc̄ > rbb̄ .

Este comportamiento está representado pictoricamente en la Fig. 4.6.

Finalmente, se analizó para todos los TFF la dependencia de los resultados con la variación

de los parámetros. Permitiendo que el radio de carga vaŕıe un 5% encontramos que los

resultados de la evolución de los TFF no vaŕıan demasiado. Esto puede observarse en la Fig.

4.7 donde las bandas representan la variación porcentual establecida. Se presenta el caso para

el caso de mesones más ligeros, aunque un comportamiento similar es observado para todo el

espectro de mesones.
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0 2 4 6 8 10
Q2[GeV2]

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

(Q
2 )

Figura 4.7. Factor de forma de transición Gργπ en función de Q2. El valor
central de la curva es obtenida usando los parámetros ΛUV de la Tab. 4.4
mientras que la banda representa una variación del 5% en el radio de carga
estimado en el modelo de CI.

Concluimos este trabajo mencionando que la metodoloǵıa descrita aqúı puede ser utilizada

para la estimación de diferentes transiciones entre mesones. En particular, son de interés

fenomenológico los factores de forma de transición entre i) mesones axial-vectores y mesones

escalares, ii) mesones vectoriales y mesones escalares y iii) mesones axial-vectores y mesones

pseudoescalares, todos ellos calculables en el presente modelo y con quarks de valencia de

diferente sabor, haciendo un análisis más robusto. Otro de los beneficios que muestra este

modelo, es la posibilidad de calcular factores de forma elásticos de bariones, mediante el

conocimiento de la estructura diquark-quark. Estos trabajos son futuras vertientes que el

modelo de CI puede proveer en la fenomenoloǵıa de la f́ısica hadrónica.
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Conclusiones

La F́ısica Hadrónica es un área de la F́ısica de Altas Enerǵıas que considera la descripción

de estados ligados de quarks y gluones. La Cromodinámica Cuántica que es la teoŕıa subyacente

para entender el comportamiento de dichos estados, se encuentra en un régimen no perturbativo

y donde el modelado es crucial para el entender las interacciones fundamentales de los hadrones.

En el trabajo que se presenta en esta tesis, se estudian los Factores de Forma de Transición entre

mesones vectoriales y pseudoescalares mediante el uso de las ecuaciones de Schwinger-Dyson y

las ecuaciones de Bethe-Salpeter. Estas ecuaciones necesitan de un anzatz fenomenológico que

pueda describir la interacción entre los quarks de valencia y los gluones que conforman estos

estados ligados. En esta tesis, se explora el potencial del modelo de interacción de contacto

para extraer expresiones anaĺıticas de los factores de forma de transición V → γ + PS y aśı

analizar las predicciones.

En esta tesis se extrajeron funciones anaĺıticas para los factores de forma de transición de

tres diferentes categoŕıas de mesones: i) mesones cargados, ii) mesones neutros compuestos por

quarks de valencia del mismo sabor y, iii) mesones neutros compuestos por quarks de valencia

de diferente sabor. Además, se realizaron las integraciones numéricas para encontrar los radios

de carga asociados a dichos mesones encontrando una clara tendencia en la disminución

del radio de carga conforme la masa de los quarks de valencia aumenta. Es decir, cuando
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se intercambia un quark ligero por uno pesado el radio de carga disminuye y viceversa.

Finalemnte, se analizó la sensibilidad de las predicciones encontradas al variar los tres

parámetros del modelo alrededor de un 5% del valor calculado del radio de carga, encontrando

que experimentan poca desviación con respecto al valor central.

Los factores de forma de transición, además de poder ser comparados con los resultados

experimentales, constituyen el primer paso para estudiar los factores de forma bariónicos. Esto

se debe a que se ha demostrado que la ecuación de Bethe-Salpeter para mesones es análoga

a la de diquarks, con la única diferencia de que en este caso es necesario incluir un factor

de color. Por lo tanto, los resultados obtenidos en esta tesis serán de gran relevancia para

los factores de forma que se medirán en el laboratorio Jefferson, en el marco de su mejora

programada a 12 GeV en los próximos años.

Como trabajo a futuro considerarmos que podemos realizar las siguientes tareas en el

modelo de CI:

Estudiar diferentes transiciones entre mesones.

Calcular los factores de forma elásticos de bariones mediante el esquema diquark-quark,

utilizando ambos la interacción de contacto.

Explorar otros modelos para la región perturbativa.

Incorporar la temperatura en nuestras ecuaciones.

Estudiar los factores de forma de las excitaciones radiales de mesones y bariones.

Realizar predicciones sobre cómo estos factores de forma contribuyen al cálculo del

momento magnético anómalo del muón a través de las contribuciones hadrónicas.



Apéndice A

El grupo SU(2) y SU(3)

El grupo SU(2) tiene su base conformada por los siguientes elementos matriciales,

u1 =

 0 i

i 0

 , u2 =

 0 −1

1 0

 , u3 =

 i 0

0 −i

 , (A.1)

que en notación de matrices de Pauli, o bien, su relación con estas matrices está dada por,

u1 = iσ1 , u2 = −iσ2 , u3 = iσ3, (A.2)

donde

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 , (A.3)

Los elementos matriciales cumplen con las siguientes relaciones de conmutación,

[u3, u1] = 2u2 , [u1.u2] = 2u3 , [u2, u3] = 2u1, (A.4)

donde podemos observar también que el producto de cualquier par de generadores distintos
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da como resultado otro generador.

Para el caso de SU(3), similar al grupo SU(2). tenemos como generadores a las matrices

de Gell-Mann. Al ser un grupo de dimensión 8, tendremos esta cantidad de elementos en su

base los cuales son,

λ1 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , λ2 =


0 i 0

i 0 0

0 0 0

 , λ3 =


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 ,

λ4 =


0 0 1

0 0 0

1 0 0

 , λ5 =


0 0 −i

0 0 0

i 0 0

 , λ6 =


0 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,

λ7 =


0 0 0

0 0 −i

0 i 0

 , λ8 =
1√
3


1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 .

Con éstas, podemos definir a las matrices Ta de los generadores del grupo de Lie SU(3)

con la relación:

Ta =
λa
2
, a = 1, ..., 8, (A.5)

donde se satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Ta, Tb] = i
8∑

c=1

fabcTc , (A.6)

con fabc determinadas como las constantes de estructura cuyos valores son
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f 123 = 1

f 147 = f 165 = f 246 = f 257 = f 354 = f 376 = 1
2

f 458 = f 678 =
√
3
2
,

(A.7)

y similarmente como las matrices de Pauli, estas son de traza nula, es decir, tr(Ta) = 0.
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Apéndice B

Matrices de Dirac

La ecuación de Dirac involucra el manejo de las matrices de Dirac, γµ. En este apéndice

se presentan de la representación de Dirac, de Weyl o quiral y la representación de Majorana.

Representación de Dirac. En esta representación las cuatro matrices γµ son,

γ0 =

 12×2 02×2

02×2 −12×2

 , γi =

 02×2 σi

−σi 02×2

 , (B.1)

donde

σ1 =

 0 1

1 0

 , σ2 =

 0 −i

i 0

 , σ3 =

 1 0

0 −1

 , (B.2)

son las matrices de Pauli. A partir de éstas, es posible definir la matriz,

γ5 ≡ iγ0γ1γ2γ3 =

 02×2 12×2

12×2 02×2

 . (B.3)

Representación de Weyl. Aqúı, las matrices γµ son,
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γ0 =

 02×2 12×2

12×2 02×2

 , γi =

 02×2 σi

−σi 02×2

 , γ5 =

 −12×2 02×2

02×2 12×2

 .

(B.4)

Representación de Majorana

En esta representación las cuatro matrices γµ son,

γ0 =

 02×2 σ2

σ2 02×2

 , γ1 =

 iσ3 02×2

02×2 iσ3

 , γ2 =

 02×2 −σ2

σ2 02×2

 ,

γ3 =

 −iσ1 02×2

02×2 −iσ1

 , γ5 =

 −12×2 02×2

02×2 12×2

 . (B.5)

En todas las definiciones anteriores se ha usado la matriz identidad y la matriz cero de

dimensión 2× 2 con notación 12×2 y 02×2, respectivamente.



Bibliograf́ıa

[1] Haubold, Hans; Mathai, A. M. (1998). ≪Microcosmos: From Leucippus to Yukawa≫.

Structure of the Universe. Common Sense Science.

[2] J. J. Thomson, “Cathode rays,” Phil. Mag. Ser. 5 44 (1897), 293-316

doi:10.1080/14786449708621070

[3] E. Rutherford, “The scattering of alpha and beta particles by matter and the structure

of the atom,” Phil. Mag. Ser. 6 21 (1911), 669-688 doi:10.1080/14786440508637080

[4] J. Chadwick, “Possible Existence of a Neutron,” Nature 129 (1932), 312

doi:10.1038/129312a0

[5] M. Gell-Mann, “A Schematic Model of Baryons and Mesons,” Phys. Lett. 8 (1964),

214-215 doi:10.1016/S0031-9163(64)92001-3

[6] G. Zweig, “An SU(3) model for strong interaction symmetry and its breaking. Version

2,” doi:10.17181/CERN-TH-412

[7] G. Zweig, “An SU(3) model for strong interaction symmetry and its breaking. Version

1,” doi:10.17181/CERN-TH-401

[8] Weinberg, Steven (1987). Elementary particles and the laws of physics : the 1986 Dirac

memorial lectures

[9] CODATA Internationally recommended 2018 values of the Fundamental Physical Cons-

tants.



76 BIBLIOGRAFÍA
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